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Lineare Gleichungssysteme mit 2 Gleichungen und 2 Variablen

Ein solches Gleichungssystem besteht aus zwei Gleichungen.
Gesucht ist die gemeinsame Ldsung beider Gleichungen.
Es gibt unterschiedliche Verfahren um zur Losung zu gelangen.

Das Additionsverfahren

Lésungsschritte fur das Gleichungssystem
Additionsverfahren (|) 5x -2y =1
Variante 1 ) 3xF3y =9
1. (I) 5x<2y=1|-15
Gleichungen aquivalent so
umformen, dass die Koeffizienten () 3x+3y=9
(Vorzahlen) der Variablen y, bis auf (1)47,5x%3y =15
das Vorzeichen tbereinstimmen.
() /3x+3y=9
2. () (7,5x=3y =1,5
Die entstandenen Gleichungen () .3x+3y=9
addieren und nach der Variablen x _
auflosen. 10, 5x = 10,5 | 10, 5
= Xx=1
3. x =1eingesetztin (I1): 3x+3y =9
Den gefundenen Wert flr x in._eine S 143y =9
der beiden Gleichungen einsetzen <3+3y=9]-3
und nach der Variablen y.auflosen. < 3y=6]:3
& y=2
4. Lésungsmenge.aufschreiben L= {(1| 2)}
5. Probe durch einsetzen
(I) 5x-2y =1=5:1-2-2=1 <5-4=1 <1=1 (W)
(II) 3X+3y=9=3:1+3-2=9<3+6=9<=9=9 (w)
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Lésungsschritte fur das
Additionsverfahren

Gleichungssystem
(1) 5x—-2y =1

(1 3x+3y =9

Variante 2
1. (I) 5x-2y=1]-3
Gleichungen aquivalent so
umformen, dass die Koeffizienten () 3x+3y=9]-(-5)
(Vorzahlen) der Variablen x, bis auf ()  15x- 6y =3
das Vorzeichen tbereinstimmen.
() -15x-15y =-45
2. () 15x- 6y =3
+
Die entstandenen Gleichungen (II) —15x—-15y = ~45
addieren und nach der Variablen y
auflosen. +21y =-42|:(-21)
= y=2
3. y.= 2 eingesetzt in, (11):.3x +3y =9
Den gefundenen Wert fur y in eine SX+302 =
der beiden Gleichungen einsetzen < 3x+6 =9|<6
und nach der Variablen x auflosen. & 3x =3|:3
= x=1
4 Lésungsmenge aufschreiben L= {(1| 2)}
5. Probe durch einsetzen
() 5x-2y=1=51-2-2=1 <5-4=1 <1=1 (w)
(1) 3x+3y=9=31+3:2=93+6=9<9=9 (w)

Erstellt von R. Brinkmann pO_lin_gl_syst_01.doc

15.02.2010 21:50 Seite 2 von 10




R. Brinkmann http://brinkmann-du.de Seite 3 18.02.2010

Das Gleichsetzverfahren

Losungsschritte fur das Gleichungssystem
Gleichsetzverfahren (1) 5x -2y =1
Variante 1 (1) 3x+3y=9
1. (1) 5x-2y=1]|+2y
(1) 3x+3y=9]|-3y
() 5x  =1+2y[:5
() 3x =9-3y|:3
Beide Gleichungen werden nach der 1%2y
Variablen x aufgeldst . nr x, = S
(x93
3
(I) x _ 1+ 2y
5
(M ax ¢ =3-y
2. 1+ 2y
= 3-y|5b
7 yl
Die rechten Seiten beider <A1+2y =15-5y|+by
Gleichungen werden gleichgesetzt &1+7y =15 |-1
und nach der Variablen y aufgel6st. o 7y -14 7
= y = 2
3. y =2 eingesetzt in (I1): 3x+3y =9
Der gefundene Wertfur y 'wird in eine 3x+3:2=9
der beiden Ausgangsgleichungen ©3x+6 =9|-6
eingesetzt, diese dann nach der _
Variablen x aufgelost. And 3x=3][:3
& X =
4. |Losungsmenge: L = {(1| 2)}
5. Probe durch einsetzen
(I) Bx=2y=1=51-2-2=1 ©5-4=1 <1=1 (w)
() 3x+3y=9=3:1+3-2=9<3+6=9<9=9 (w)
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Losungsschritte fur das

Gleichungssystem

Gleichsetzverfahren (1) 5x -2y =1
Variante 2 (1) 3x+3y =9
1. ) 5x-2y=1|-5x

) 3x+3y=9]-3x
-2y =1-5x[:(-2)

1) 3y=9-3x]|:3
Beide Gleichungen werden nach der 12 5%
Variablen y aufgelost . ) &N
9-3x
[l =
(1) Y 2%
ox -1
| =
(1) y=—
(II) y =3X
2. SX=1 L o3-x|2
2
Die rechten Seiten beider < 5x-1 =6-2x|+2x
Gleichungen werden gleichgesetzt o TIx21 =6 | +1
und nach der Variablen x aufgeltst.
< Ix =7 |: 7
= X = 1
3. x =1eingesetztin (I1): 3x+3y =9
Der gefundene Wert fir X wird-in eine 3-1+3y =9
der beiden Ausgangsgleichungen = 3+3y=9|-3
eingesetzt, diese dann nach der A
Variableny aufgeldst. & 3y=6[3
= y=2
4. |Lésungsmenge: L = {(1| 2)}
5. Probe durch einsetzen

() 5x-2y=1=5.1-2.2=1 ©5-4=1 <1=1 (w)
() 3x+8y=9=3-143.2=93+6=9<9=9 (w)
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Losungsschritte fur das

Gleichungssystem

Einsetzverfahren (1) 5x -2y =1
Variante 1 (1) 3x+3y=9
1. (1) 5x—2y =1|+2y
Gleichung (1) wird nach der Variablen < b5x=2y+1]:5
x aufgelost. 2 1
SX=—Y+—
5" 5
2. . .
X = §y+% eingesetzt.in (II) : 3X+3y=9
2 .1
3| =y +—=[+3y=9
(5 \ SJ A
6. 3 3veg 3
Den gefundenen Term der rechten SEYriety= I_g
Seite in Gleichung (II) einsetzen und 6 3
nach y auflésen. = gy +3y =9 v
5 5
<21y =42]:21
&Sy =2
3. y.=2 eingesetztin (I1): 3x+3y =9
Der gefundene Wert fiir y. wird in eine 3x+3:2=90
d_er beiden A_usgangsgleichungen &3x+6 =9[-6
eingesetzt, diese dann nach der _
Variablen x aufgelst. And 3x=3][:3
S X =
4. |Losungsmenge: L = {(1| 2)}
5. Probe durch einsetzen
()(Bx-2y =1=5-1-2-2=1 < 5-4=1 < 1=1 (w)
(1) 3x+3y=9=3:1+3-2=93+6=9<9=9 (w)
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Losungsschritte fur das Gleichungssystem
Einsetzverfahren (1) 5x -2y =1
Variante 2 (1) 3x+3y=9
1. (1) 3x+3y =9]-3x
Gleichung (I1) wird nach der Variablen B )
y aufgelost. < 3y =9-3x[:3
= y=3-X
2. y =3—x eingesetztin (I):5x-2y =1
Den gefundenen Term der rechten 5X -2 (3 - x) =1
Seite in Gleichung (1) einsetzen und & 5x-6+2x =146
nach x auflésen. = 7x ST
& x=1
3. x =1 eingesetzt in (I1): 3x+3y =9
Der gefundene Wert fir x wird in eine 3-1+3y =9
der beiden Ausgangsgleichungen < 313y=9]-3
eingesetzt, diese dann nach der 3 :
Variableny aufgelost. N y=6[:3
=4 y=2
4. |Losungsmenge: L= {(1| 2)}
5. Probe durch einsetzen
(1) 5x-2y=1=51-2:2=1.5-4=1 <1=1 (w)
(1) 3x+3y=9=3:1+3:2=93+6=9<9=9 (w)

Alle drei Verfahren mit thren Varianten wurden auf ein bestimmtes Gleichungssystem
angewendet. Wer sich die einzelnen Verfahren genauer anschaut, erkennt dass das
Einsetzverfahren in derVariante 2 den.geringsten Rechenaufwand erfordert.

Der Rechenaufwand fir ein bestimmtes Verfahren hangt von dem zu I6senden
Gleichungssystem ah.-Deshalb sallte man zuerst Giberlegen, welches Verfahren sich
mit dem geringstem Aufwand durchflihren lasst. Dazu bedarf es aber einiger
Ubungen. Die folgenden Beispiele sollen eine kleine Hilfe dafiir sein, dass geeignete
Losungsverfahren zu finden.
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Beispiele fur geeignete Losungsverfahren.

Beispiel 1:
(1) y=7x+8

() y=-2x-1

Gleichsetzverfahren:
7X+8=-2x-1]|+2x

-1|-8

-91]:9

< 9x+8 =
&9 =
= x=-1

Beispiel 2:
(1) 2x+4y=8

(II) 2x -5y =35
Additionsverfahren:
(1) 2x+4y=8

(1) 2x—5y =35]-(-1)
[ 2X+4y =8
E) X + 4y }+

) —2x+5y =-35

Beispiel 3:
() x+2y=5

() -x+y=1

Einsetzverfahren :

(I) nachy auflésen

—X+Yy=1]|+x

& y=x+1

eingesetztin (I) x+2y =5
X+2(x+1)=5

S X+2x+2 =5-2

o 3x=3]:3

o x=1
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x =-1leingesetztin (1) y =7x+8
y=7-(-1)+8

Sy=-7+8

oy=1

Losung: L = {(-1[1)}

Probe:

() y=7x+8=y=7+(=1)+8
oy=-T+8cy=1(w)

(N y=-2x-1y=-2-(-1)-1
oy=2-lcy=1(w

y<= 3 eingesetztin (1).2x+ 4y =8
2x-12 =8| +12

<> 2X =20]:2

< x=10

Losung:L = {(10]-3)|

Probe :

(1) 2x44y =8=2.10+4-(-3)

©20-12=88=8 (w)

18.02.2010

8

(I) 2x -5y =35=2-10-5-(-3) =

< 20+15=35<35=35 (W)

x =1eingesetztin (I) x+2y =5

1+2y=5|-1

S2y=4]:2

Sy=2

Losung: L = {(1]2)}

Probe:

() x+2y=5=1+4=5
<5=5(w)

() —x+y=1=-1+2=1=35
<1=1(w)
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Beispiel 4:
(1) %—ziyzz y = -5 eingesetzt in (1) %—%:2
12 10 3 5
) =2+ =4 22 -2
() x+y x 2(-5)
Additionsverfahren: 3 1 1
3 5 =327
1) 2-=2-2]2 X
X 2y 3 3
12 10 =%
(1) =+==4]:(-2)
W <:>3zgx|§
(1 S 5y & x=2
Xy
6 5 Losung: L ={(2}-5)§ X,y =0
U _;_52_2 Probe:
3 5 3 5
10 N, A= AL T4 —2- =2
—y o2l 0 S 727253 2(-5)
& -10=2y|:2 o 2hzL202<2 (W)
< -b=y
2= y=-5 (I 22 _p 1210,
_— Xy 2 -5
©6-2=4c4=4 (w)
Bemerkung:

Das Gleichungssystem besteht aus.Bruchtermen. Da der Nenner nicht Null werden
darf, ist die Definitionsmenge anzugeben: Ein solches Gleichungssystem ist nicht
linear.
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Zeichnerisches Verfahren

(1) X—y=-2 L, ={(-210);(-112);(0]2):(1]3);...}

() A —2x-y=1 Ly ={(-213);(=112);(0 | -2)5(1] -3);...)
Beide Gleichungen werden nach'y Fir jede Gleichung entsprechen die
aufgelost. Wertepaare deren Lésungsmenge.

(1) X—y==2[+y Tragt man diese in ein Koordinatensystem

ein, so erhalt man zwei Geraden. Im
Schnittpunkt beider Geraden liegt die

() -2x-y= 1|+y

I X==-2+y|+2 gemeinsame Losung beider Gleichungen.
() v

(

(

) -2x= 1+y|-1

Losungsmenge :L = {(~1] 1)}
) X+2=y < yY=X+2

() -2x-1= yeoy=-2x-1 3"/

In jede Gleichung werden fur x Zahlen 14
eingesetzt. Daraus werden Wertepaare : : .
gebildet. 3727130 1.2 3
x [—2|-1]0 |1 ;

y, |0 |1 |2 |3

_3 £

y, 13 [1 [-1]-3

Das zeichnerische Verfahren veranschaulicht den geometrischen Zusammenhang
zwischen Gleichungen und Geraden. Als Ldsungsverfahren ist es meist ungeeignet,
da die Koordinaten des gemeinsamen Schnittpunktes oft nur ungenau aus der Grafik
abgelesen werden kénnen.

Gleichungssysteme ohne eindeutige Ldsung.

Die zeichnerische Lésung.veranschaulicht den geometrischen Zusammenhang
zwischen Gleichungen und Geraden.
Zwei Geraden konnen‘unterschiedliche Lagen zueinander haben.

- Sie koénnen sich'in.einem Punkt schneiden, dann gibt es, wie obiges Beispiel
veranschaulicht, fur die beiden linearen Gleichungen genau eine Lésung.

- Sie konnen parallel zueinander verlaufen, dann gibt es keinen Punkt, den
beide Geraden miteinander haben. Die dazugehoérigen Gleichungen durften
demzufolge keine Lésung haben.

- Sie kdnnen aufeinander liegen, also identisch sein, dann wiirde jeder Punkt
der einen Geraden auch ein Punkt der anderen sein. Die dazugehdrigen
Gleichungen dirften demzufolge unendlich viele Lésungen haben.
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Beispiel 1:

(1) 10x+4y=4 Der Lésungsansatz fuhrt zu einer
falschen Aussage.

() Sx+2y=1]-(-2) Das bedeutet, es existiert keine

() 10x+4y=4 } Losung zu dem Gleichungssystem.

Anschaulich bedeutet das, die
beiden Geraden verlaufen parallel
zueinander und haben keinen Punkt
gemeinsam.

+
I1)-10x — 4y = -2 |

0 =2 — falsche Aussage =L = { }

Beispiel 2:

(|) 10x+4y =2 I§ei der Addition nach der
Aquivalenzumformung heben sich Gleichung

() 5x+2y=1](-2) (1) und Gleichung(ll)'gegenseitig auf, das

() 10x+4y=2 bedeutet sie‘sind identisch.

+

( |

Jedes Zahlenpaar, das (1) erfullt,-erfullt
folglich auch (II).

Anschaulich bedeutet.das, die beiden
Geraden liegen aufeinander und haben
jeden Punkt gemeinsam.

I1)-10x — 4y = -2 |

0 =0 — wahre Aussage
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