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Losungen Polynomgleichungen |

Ergebnisse:

07.01.2014

E1 |Ergebnisse

2 %x3—25:0<:>x=5

b) Zx3—£=0<:>x=z
10 5 3

8X(X2—1)=—8X+1<:>X=%

E2 |Ergebnisse

2) 27x3—8=0<:>x:§
N1 4-0ox=4
16
O 9,0y 330 Jex2
8 2 3

E3 |Ergebnisse

a) /
4k2x3—2k=0;k>0<:>x:3%

b) i(x3—b3)=o;b>o@x=b
4b
°) (x+2a)3=l<:>x:l—2a
8 2
E4 |Ergebnis

Fir k = 0 gibt es unendlich viele Losungen. Sonst ist x = 2.

E5 |Ergebnis

N, =N, -g*mit N, = 3N, folgt:
3N, =N, -q* < q* =3=q=43~132
= 32% Wachstum pro Stunde.
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E6 |Ergebnis
Wy =W, -q°
mit W, = 21500
und W, =8500 folgt:
8500 =21500-q°
5 8500
oSqQ =—
21500
~q- 5/ 8500 ~0.83
21500
=1-q~0,17% Wertverlust
E7 |Ergebnisse
a)| 1.3 .y
ZX —4x:0:>L:{—4,0,4}
b
) 3x3'+ix2 =O:>L={—i;0}
3 9
C) x®+x% —2x =0 =L ={=2;031
E8 |Ergebnisse
a) X3—2X=03L={—\/§;0;\/§}
b) ix?’—8x2+§x=0:>L:{0;1;9}
5 5
°) %x3+x2 =0= L={-6;0}
E9 |Ergebnisse
a) 4x(x2 —x) =7x3 —7x% - 6x
=L= {—1 ;0 E}
2
°) %x3—3x2 =0=>L={0;4}
°) %XS—XZ+2x:O:>L:{O;4}
E10 | Ergebnis
Falls a < 0 ist, existiert nur eine Losung: x = 0.
Falls a > 0 ist , existieren 3 Losungen.
Falls a = 0 ist, existiert nur eine Losung: x = 0.
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E11 | Ergebnis

Falls a < -1/4 ist, existiert nur eine Losung: L ={ 0 }.

Falls a = -1/4 ist, existieren zwei Lésungen: L ={0; 0,5}

Falls a = 0 ist, existieren zwei Losungen L={0; 0,5 }.

Falls a > -1/4 ist, existieren drei LOsungen (siehe ausfluhrliche Lésung).

E12 | Ergebnis

L={0};D <0< b?-4c <0 also b® <4c
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Ausfuhrliche Losungen

1a

Aufgabe

Lésen Sie die Gleichungen nach x auf und machen Sie die Probe.
1.3

—x"-25=0
5
A1la|Ausfihrliche Losung

%x3—25=0|+25 Pro1be:furx:5
1 —.5°-25=0

o —=x3=25|5 5
5 < 25-25=0

o x3=125|3 ged

&S x=5

Es sei n >1 eine naturliche Zahl. st a eine nichtnegative reelle Zahl, so besitzt
die Gleichung x" = a genau eine nichtnegative Lésung. Diese wird als n-te
Wurzel aus a bezeichnet:.

Bei der Probe geht man erst mal-davon. aus, dass die Gleichung stimmt. Fuhrt
die Rechnung auf keinen Widerspruch, so.ist der eingesetzte Losungswert
richtig. q. e. d. steht fur: quod erat'demonstrandum, lateinisch fur: was zu
beweisen war.

1b | Aufgabe
Lésen Sie die Gleichungen-nach x auf und machen Sie die Probe.
27 5 4
—X ——==0
10 5
A1b | Ausfuhrliche Losung
27 e —i:0|+i Probe: fir x = 2
10 5 5 3
3
oo ) A% |27 (2) 4
10 527 10 |\ 3 5
ox =22 L2084
58'27 10 27 5
3 3
27 | < 5 5 0
o X = 3/i ged
27
2
oS X==—
3
Die Multiplikation einer Gleichung mit dem Kehrwert eines Bruches ist
aquivalent zur Division durch diesen Bruch. Die Multiplikation mit dem Kehrwert
ist oft einfacher durchzufuhren.
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1c | Aufgabe

8x(x2—1):—8x+1

Lésen Sie die Gleichungen nach x auf und machen Sie die Probe.

A1c|Ausfiihrliche Losung

8x(x2—1)=—8x+’|
< 8x°— 8K =-8% +1

= 8x*=1[:8

_1g/—
_8|

<:>x:§/I
8

< X=

o x3

N[ =

Probe: flur x :l
2

4
= 4 (_EJ = —3
4
< -3=-3
ged

Wenn auf beiden Seiten einer Gleichung, die nur aus Summanden besteht,
gleiche Summanden auftreten, kann man diese einfach streichen.

2a | Aufgabe
Lésen Sie die Gleichungen nach x auf und machen Sie die Probe.
27x* -8=0
A2a | Ausfuhrliche Lésung
3
27x° ~8=0]+8 hprope - fiirx = 2
= 27x3 =8|: 27 . 3
8 (Ej 8-
3 _ 3 27 - 8=0
ex =2
27! 3
oxoil =27.2 g-0
"\ o7 27
2 <8-8=0
<X=3 ged
2b | Aufgabe
Lésen Sie die Gleichungen nach x auf und machen Sie die Probe.
A e a- 0
16
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A2b | Ausfuhrliche Lésung

%x3—4:0|+4 Prob16:furx:4
1 —43-4=0
o —x3=4]16 16
16 43 4
exi=64|Y Sz 4=
@X:%/6_4 =4-4=0
o x=4 qed
2c | Aufgabe
Lésen Sie die Gleichungen nach x auf und'machen Sie die Probe.
ISRV I N
8
A2c | Ausfuhrliche Lésung
—2+Zx3:—§x3—1|+§x3 PObes iy 2
8 2 2 3
3 3
<:>—2+Zx3+§x3:—1|+2 Coal(2) __5(2) _4
8 2 83 23
7 3 20 3
ng +?X =1 ©_2+Z.i:_§.i_1
o7 8 8 27 2 27
<:>_X3=/||_ <:>_2+l:_§_
8 . 2 27 27
3 3
&x =2 o 84,7 _ 20 2
27 27 27 27
<:>x:3,/i _4_7__£
27 27 27
exo 2 qed
_3
3a | Aufgabe

4k?x3 -2k =0:k >0

Lésen Sie die Gleichungen nach x auf und machen Sie die Probe.
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A3a | Ausfuhrliche Lésung
2,3 _ ok _0-
A —-2k=0:k>0 Probe:f[]rx:?/i
< 4k3x3 -2k =0 +2k 2k
< 4k?x3 = 2k |: 4k? 7Y
| 4k?| 3— | =2k =0
3 2k 2k
oS X =—s
4k? , 1
1 <4k —-2k=0
oxi=—|¥ 2k
2k 4k2
1 & —-2k=0
&S X=3 /— 2k
2k = 2k-2k =0
ged
Die Vorgabe von k > 0 verhindert, das der.Nenner des‘Bruches unter der
Wourzel 0 wird. Eine Division durch 0.ist nicht erlaubt.
3b | Aufgabe

L (x3—b3)=0;b>0

Lésen Sie die Gleichungen nach x auf und machen Sie die Probe.

ab
A3b | Ausfihrliche Lésung
4ib(X3—b3)=0;b>0 Prob1e: furx =b
| el -e7)-o
& —(x* -b?)=0]-4b b
4b N 1 (0)=0
< x—b® =0]+b° T
ex3 =03 Y <0=0
ed
< x=3b? a
< x=b
3c | Aufgabe

(x+2a)3

Lésen Sie die Gleichungen nach x auf und machen Sie die Probe.
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A3c | Ausfuhrliche Losung
(x+2a)3=%|§/7 Probe: fUrx:%—2a
3
<:>x+23:§ﬁ 1—2a+2a 1
8 2 8
1 3
& X+2a=—|-2a 107 1
2 <I51 Ta
’ 2 8
o X = E —2a g.e.d
4 | Aufgabe
Lésen Sie die Gleichungen nach x auf.
3
uSESR I
Gibt es fUr jede Wahl von k eine Lésung? Begrinden Sie Ihre Aussage.

A4 | Ausfiihrliche Losung

k'x3—2k=0|+2k Fallsk:30
k-x3 O =2-0=0]-4
=2k |4
=0-x2-0=0
ok-x*=8k|:kfallsk#0 | < 0=0
ox3=8|¥.
@X;Zfallsk;to

Die Lésung x =2.gilt nur fur den Fall, dass k ungleich Null ist. Denn durch Null
darf man nicht teilen..Setzt man hingegen fur k den Wert 0 in die
Ausgangsgleichung ein, dann ist die Losung fir alle x-Werte Null. Man sagt
auch, die Gleichung hat fur k = 0 unendlich viele Losungen.

5 |Aufgabe
Bestimmte Bakterien verdreifachen ihre Zahl innerhalb von 4 Stunden.

Wie grol ist die prozentuale Vermehrung in einer Stunde?
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A5 |Ausfuhrliche Losung

Vorbemerkung:

Die Wachstumsfunktion fur exponentielles Wachstum lautet:

N, =N,-q'

Dabei ist:

No der Anfangswert

t die Zeit (Sekunden, Minuten, Stunden ...)

q die Anderungsrate

Eine Wachstumsfunktion beschreibt, wie sich der Bestand einer Menge (z.B.
Bakterien, Zinsen, Bevolkerung) im Laufe‘der Zeit verandert.

Exponentiell bedeutet, dass die Veranderung pro Zeiteinheit'nicht konstant ist.
sondern prozentual zum vorherigen Wert des Bestandes.

Die Anderungsrate q enthélt also die-prozentuale Vermehrung.

Ist g > 1, so spricht man von einem Wachstum.

Ist g < 1, so spricht man von einer Abnahme.

FUr die gestellte Aufgabe bedeutet das:

N, =N, -q* bzw. N, =3-N;
=q*=3=q=%3~132
Die Anderungsrate betragtetwa q = 1,32.

Das bedeutet, dass die prozentuale Vermehrung der Bakterien pro Stunde etwa
32% betragt.

6 |Aufgabe

Zu Beginn eines Jahres wird der,Zeitwert eines Autos neu festgelegt.

Fir einen 5 Jahre alten Gebrauchtwagen bietet ein Handler 8500€. Wie hoch war
der jahrliche Wertverlust (in Prozent vom Zeitwert), wenn man davon ausgeht,
dass dieser in den ersten 5 Jahren gleich hoch ist?

A6 |Ausfuhrliche Losung

Vorbemerkung:

Es handelt sich bei dem jahrlichen Wertverlust um eine Abnahme.

Fir die Aufgabe bedeutet das: Ws = Woq°® wobei q die jahrliche Anderungsrate
ist. Wenn diese z.B. q = 0,8 betragen wirde, dann ware das Auto nach einem
Jahr nur noch'80% vom Neupreis wert.

Der Wertverlust ware dann 100% - 80% = 20%.

W, =8500; W, =21500

Wy =W, -q°|: W,

5 W5 {)/_
&SqQ=—
q WO|
@qzswf) :§/8500 0,83
w, V21500

1-q~1-0,83=0,17
Der Wertverlust pro Jahr betragt etwa 17%.
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7a

Aufgabe

Lésen Sie die Gleichungen nach x auf.

lx3—4x:0
4

7a

Ausfiihrliche Losung

1 _ax=0
4

@X(%x2—4j=0<:>x1:0

:>1x2—4=0|+4
4

<:>1x2:4|-4

4
o x2=16|V
e|x|=4 < xy, = +4

=L={-4;0;4}

angewendet werden, der/da lautet:

sich gleich Null setzt.

Aus der Linken Seite der Gleichung kann x ausgeklammert werden.
Es entsteht ein Produkt. Da dieses aber Null ist, kann der Satz vom Nullprodukt

"Ein Produkt ist genau'dann Null, wenn mindestens ein Faktor Null ist."
Die Losung der Gleichung.findet man also dadurch, dass man jeden Faktor fur

7b

Aufgabe

Loésen Sie die Gleichungen nach x auf.

3x3 +%x2 =0

7b

Ausfiihrliche Losung

3x3 +%x2 -0

<:>x2[3x+%j:0c>x1,2:0

:3x+i:0|—i
3 3
<:>3x=—i|:3
3
< X __4
° 9
4
=L={-—;0
{-g:0}

Lésung nach dem Satz vom Nullprodukt.
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7c | Aufgabe

Lésen Sie die Gleichungen nach x auf.
x3+x2-2x=0

7c |Ausfuhrliche Losung

X +x2-2x=0
<:>x(x2+x—2)=0<:>x1=0

—=x2+x-2=0

=p=1,9=-2
2
S=[Pf qel 22
2 4 4
9 3
:)\/5: _ =
4 2
X2:—E+§:1
:>)(2/3—_Bi\/5
2 1.3
A +O-3%7Z2
2 2

=>L={-2;0;1}

Der zweite Faktor vom Nullproduktiist eine quadratische Gleichung.
Diese lasst sich z.B. mit'der p-g-Formel |0sen.

8a | Aufgabe

Lésen Sie die Gleichung.
x®-2x=0

8a |Ausfihrliche Losung

x3-2x=0
<:>x(x2—2)=0z>x1==0

= x*-2=01]+2

ox2=2|J
S X3 =42
=L={-+2;0;v2}
Lésung nach dem Satz vom Nullprodukt.
8b | Aufgabe
Lésen Sie die Gleichung.
e +Ey 0
5 5
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8b |Ausfuhrliche Losung

ixe’—8x2+§x:0|-5
5 5

< 4x% -40x* +36x=0]: 4
< x3-10x* +9x =0
& x(X*=10x+9)=0=x, =0
= x?-10x+9=0
=p=-10;9=9

2
:>D=(%j —q=25-9=16

:>«/5:\/ﬁ:4

:_B+ 5 X,=5+4=9
= Xpy3 = =5 D Xy =541
=L={0;1;9}

8c | Aufgabe

Lésen Sie die Gleichung.

T ex =0
6

8c |Ausfihrliche Losung

1x3+x2=O|-6
6

< x2+6x2=0

© xX*(x+6)=0< x;, =0

=>x+6=0|-6

&> Xy =—0

=L={-6;0}
9a | Aufgabe

Lésen Sie die Gleichung.
4x(x2 - x) =7x% —7x? - 6x
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9a |Ausfuhrliche Losung

4x(x2 —x)=7x3 —7x% - 6x
< 4x3 -4x? =7x® —7x? -6x|-7x°
& —3x3 —4x? = —Tx? - 6x | +7x?
< -3x +3x% = —6x | +6x
& -3x°+3x* +6x=01:(-3)
o xP-x?2-2x=0
<:>x(x2—x—2):0:>x1_:0

=x2-x-2=0

=>p=-1;,9=-2
? 9
:D:(Ej —q=—+2=2>
2 4
=D = 9:§
4 2
R YE LS
=—-=+D
= Xars = 54D W3 .0 2
X3=———=——:—1
2 (2 2
=L={-1;0;2%
9b | Aufgabe
Lésen Sie die Gleichung.
343 _3x% 20
4

9b |Ausfihrliche Losung

§x3—3x2=0|-4
4
=3x8 -12x%2 =0
< x*(3x-12)=0 < x,,, =0

=3x-12=0|+12

< 3x=12]:3
& X, =4
=L={0;4}
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9c

Aufgabe

Lésen Sie die Gleichung.

1x‘°’—x2+2x:0

9¢c

Ausfiihrliche Losung

%x3—x2+2x:0|-8
< x3-8x*+16x =0
c>x(x2—8x+16)=0:>x1=0

= x2-8x+16=0

=p=-8;9=16
2
:D:(%J _q=16-16=0

:>\/5=\/6:0

p
:>X2/3:_§:4

=L={0;4}
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10

Aufgabe

Bestimmen Sie die Anzahl der Lésungen in Abhangigkeit von a

ax®-2x=0

10

Ausfiihrliche Losung

ax’-2x=0
<:>x(ax2—2)=0<:>g

—ax?-2=0]+2

o ax?=2|:afallsa>0
<:>x2=g|«/_
a

2 2
S X =, = Xy =1, |—
=2 = =22
:L:{—\/E;O;\/g}fallsa>0
a a

Falls a <O ist \/Z nicht.losbar
a

Falls a =0 istgilt:
0-x]-2x=00-2x=0=x=0

Falls a > 0 ist, gibt es. 3 Losungen:

L:{—\E;O;\E}fallsa>0
a a

Falls a = 0 ist, gibt es nur eine Lésung: L ={ 0 }.
Falls a < 0 ist, gibt es nur eine Losung: L = {0 }, da die Wurzel nicht I6sbar ist.
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11

Aufgabe

Bestimmen Sie die Anzahl der Lésungen in Abhangigkeit von ¢
x> —x%—cx=0

11

Ausfiihrliche Losung

x* —x*-cx=0
<:>x(x2—x—c)=0:>x1=0

—=x2-x-c=0

=p=-1;,9=-C
? 1
:>D:[Ej -gq=—+¢C
2 4
Falls D=0 = x? —x—c =0 hat eine Losung

1 1
=>—+c=0=>c=——
4 4

Falls D > 0= x? —x—c =0 hatzwei Lésungen
1 1

=>—+c>0=cCc>—=—
4 4

Falls D < 0 = x2 - x ¢ = 0/hat keine Lésung

1 1
= —+c>0=C»——
4 4

Die Lésung x4.= 0 existiert flr jeden Wert von c.
Falls ¢ = -1/4 existieren zwei Losungen.

Falls ¢ > -1/4 existieren drei'Lésungen.

Falls ¢ < -1/4 existiert nur die L6ésung x4 = 0.
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12 | Aufgabe

Welcher Zusammenhang besteht zwischen b und c,
wenn folgende Gleichung genau zwei Losungen hat?

x2+bx?+cx =0

12 |Ausfuhrliche Losung

x> +bx? +cx =0
<:>x(x2+bx+c)=0:>x1 =0

Genau zwei Losungen bedeutet, dass die quadratische Gleichung

x? + bx + ¢ = 0 nur eine Lésung haben darf. Das ist aber nur'dann der Fall,
wenn die Diskriminante D = 0 ist.

x2+bx+c=0

=p=b;q=c

2 2
:D:(Bj _q:b__c
2 4
2

<:>D=0<:>bT—C:0|+c

2
o —=c|4
4

< b?=4c

b? =4c ist der Zusammenhang zwischen b und c falls die Gleichung genau zwei
Lésungen hat.
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