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Losungen Polynomgleichungen IV

Ergebnisse:

07.01.2014

E1 |Ergebnisse

%x3+%x2+3x+2=0:>L={—2}

b) x3—x2—3x—1=0:>L={—1;1—J§;1+J§}

E2 |Ergebnisse

a) 1x3—Ex2—§x+2:0:>L:{—2;1;3}
3 3 3

b) —lx3+1x2+g:0:>L:{3}
4 2 4

E3 |Ergebnisse

2) %x?’—%x2—5x+15=0:>L={—5;3;5}

2x3—x2—5x—2:0:>L:{—1;—%;2}

E4 |Ergebnisse

(3x—1)(x+k)2:0:|_:{_k;%}

%k(xS—x2)=O:>L:{O;1}

E5 |Ergebnisse

a) ix3—Exz—gax:O:a;«tO:L:{—a;O;Za}
4a 4 2

b
X ) Coikz0= L= x:0: 1k
k|2 K 2

E6 |Ergebnisse

%kx?’—3kx2+gkx:0:>L:{0;1;5}

b)| x* - 4kx® + 3k?x =0 =L = {0 k; 2k}

E7 |Ergebnis

x3—2kx2—2x+k2x=0:»|_={k—ﬁ;o;k+ﬁ}
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E8 |Ergebnis
ix3+3kx2—2x2=0:>L= o;4k—ik2
2k 3 3

Fir k = 3 gibt es nur eine Losung.

E9 |Ergebnis

(x+1)(2x2 —a) =0

Fiar a < 0 gibt es eine Losung.
Fir a = 0 gibt es zwei Lésungen.
Fiar a > 0 auRer a = 1 gibt es drei Lésungen.

E10 | Ergebnis

§x3 —2ax=0
2

Fur a < 0 gibt es eine Losung.
Far a = 0 gibt es eine Losung.
Fir a > 0 gibt es drei LOsungen.

E11 | Ergebnis

x2 +ax? —ax—2x=0

X, =0; X, :—gi,&az+a+2

mit %a2+a+2>0

Sonderfallfiira. =-2::x4= 0% =0und X3 = 2

E12 | Ergebnis

(k+x)(x*-2)20 =L = {-k;-2;2]

E13 | Ergebnis

3

[x—gj(x—gj(x+2)=12x3+7x2—28x+12:0
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Ausfuhrliche Losungen

1a

Aufgabe

Berechnen Sie die Lésungen folgender Gleichung.

1x3’+§x2+3x+2=0
4 2

Ala

Ausfiihrliche Losung

Um eine Losung der Polynomgleichung durch raten oder probieren zu finden,
kann man entweder den Taschenrechner.benutzen oder das Horner-Schema
verwenden. Hat man eine Lésung fur x z. B. mit dem Taschenrechner
gefunden, so muss man auf jeden Fall die Polynomdivision durchfihren um das
Restpolynom zu finden.

Hat man hingegen mit dem Horner-Schema einen Lésungswert fur x gefunden,
so lasst sich aus den Koeffizienten das Restpolynom bilden.

Das Horner-Schema liefert also im.Schnellverfahren als Abfallprodukt eine
Polynomdivision.

Durch raten und probieren erhalt man die'Losung x = -2.

1x‘°’+§x2+3x+2:0|-4
4 2

< x3+6x2+12+8=0

1 +6 12 +8
x=-2|4 =2 =3 =8

1 4 4 0

1X2 (% AX 4+ 4=

Re stpolynom : x° + 4x+4=0
p=4 ; q=4

2
:Dz(%] _§L4t4=0

:>X2/3=_%='2
=L={-2]}

Da die Diskriminante der quadratischen Gleichung Null ist, hat diese nur eine
(doppelte) Lésung und zwar ebenfalls x = -2, wie man bereits geraten hat.

In der Lésungsmenge wird auch nur die -2 als Losung angegeben.
Insgesamt handelt es sich um eine dreifache Lésung.
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1b

Aufgabe

Berechnen Sie die Lésungen folgender Gleichung.

x2—x2-3x-1=0

A1b

Ausfiihrliche Losung

Durch raten erhalt man die Losung x = -1.

x2—x2-3x-1=0

1 -1
x=-1[4{ —1
1 -2

=p=-2;q9=-1

=D =+2

= X33 :—%i\/ﬁ

Re stpolynom: x? —2x—-1=0

2
:D:(%] —q=1+1=2

X, =1+42
X5 :1—\/5

:L:{—1;1—J§;1+J§}

-1
+1

0
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2a | Aufgabe
Berechnen Sie die Lésungen folgender Gleichung.
T 2 35100
3 3
A2a | Ausfihrliche Losung
Durch raten erhalt man die Lésung x = 1.
lx‘°’—gx2—§x+2=0|~3
3 3 3
< x3-2x?2-5x+6=0
1 -2 -5 +6
x=1(y &1 -1 6
1 —1 -6 0
Re stpolynom : x> —x -6 =0
=>p=-1,9=-6
2
D[P} _q-1,24_25
2 4 4 4
=D = ézé
4 -2
X :%+g:3
= X33 --P5b
2 1 5
Xy D —&E -2
2.2
:>L={—2;1,3}
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2b | Aufgabe
Berechnen Sie die Losungen folgender Gleichung.
e de 8o
4 2 4

A2b | Ausfiihrliche Losung

Durch raten erhalt man die Lésung x = 3.

el +g=0|-(—4)
47 T Ty
& x*-2x*-9=0
1 -2 0 -9

x=3|{ 3 +3 49
1 +1 +3 0

Restpolynom: x?> +x+3 =0

=p=-1,9=-6
2 1
:D:(Ej _gq=--3<0
2 4
=L ={3}

Die erste Zeile im Horner-Schema muss n + 1 Koeffizienten der

Im Horner-Schema muss diese Stelle mit 0 aufgeflllt werden.
Das Restpolynom hat keine Losung, da die Diskriminante D < 0 ist.

Polynomgleichung-enthalten; wenn'der Polynomgrad n ist. Im obigen Beispiel
fehlt in der Polynomgleichung der Summand mit dem Exponenten 1 also das x.

3a | Aufgabe

Berechnen Sie die Losungen folgender Gleichung.

Ty 3y _sxi1520
5 5

A3a | Ausfuhrliche Losung

Durch raten erhalt man die Lésung x = 3.

1xe’—%x2—5x+15:0|-5

5
< x> -3x2-25x+75=0
1 -3 -25 75
x=3|4 3 _0 =75
1 0 -25 0

Re stpolynom : x> —25 =0
=x2=25|v (X =+25
& Xy3 =10
=L={-5;3;5}
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3b

Aufgabe

Berechnen Sie die Losungen folgender Gleichung.

2x3 —x2-5x-2=0

A3b

Ausfiihrliche Losung

Durch raten erhalt man die Losung x = -1.

2x® —x?-5x-2=0=0]:2

x-Sy 1-0
2 2

1 L
2 2
x=-1|4 -1 2 +1
1 —E -1 0
2

~p=-2:q--
2’
L p_[P) g29,16.25
2 16" 16 16
25 /5
D- 2242
=D =155
4 x2:%+g=2
= Xas =5+ D 3 5 1
¥==-—=—
4742
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4a

Aufgabe
Berechnen Sie die Lésungen folgender Gleichung.

(3x-1)(x+k)’* =0

Ada | Ausfihrliche Lésung

(3x-1)(x+k)* =0
3x-1=0|+1 x+k=0|-k
< 3x=1[:3 < X=-K

1
S X=—
3

Da die zweite Klammer in Form eines Quadrates auftritt, ist -k eine doppelte
Ldsung.

4b

Aufgabe

Berechnen Sie die Losungen folgender Gleichung.
2

5k(x‘°’—x2)=0 k%0

A4b | Ausfihrliche Lésung

§k<x3—x2)=0

<:>§kx2(x—1)=0:>x1,2 =0

Xx—=1=0]+1
= X; =1
=L={0;1}

Die Formvariable k hat keinen Einfluss auf die Losung.

Erstellt von Rudolf Brinkmann p0_polynomgl_04_e 07.01.14 17:06 Seite: 8 von 17



R. Brinkmann http://brinkmann-du.de

Seite 9

07.01.2014

5a

Aufgabe

Berechnen Sie die Lésungen folgender Gleichung.

ix:”—ixz—iax:o:a?&o
4a 4 2

Aba

Ausfiihrliche Losung

angewendet werden, der da lautet:

sich gleich Null setzt.

Aus der Polynomgleichung kann x ausgeklammert werden.
Es entsteht ein Produkt. Da dieses aber Null ist, kann der Satz vom Nullprodukt

"Ein Produkt ist genau dann Null, wenn mindestens ein Faktor Null ist."
Die Lésung der Gleichung findet man also dadurch, dass man‘jeden Faktor fur

1X3—§X2—§aXZO|'E

4a 4 2 3
o xP—ax?-2a’x=0
<:>x(x2—ax—2a2)=0:>x1 =0
x> —ax-2a°=0

=p=-a;q=-2a’

2 az
:Dz(gj —-g=—+
2 4

8a”
4
2
b= 91:3_%%&1

9a”
4

4 2

Xo =1a+§a:2a

p 2 2
=% =500 0§ 5
X4 =§a—Ea:—a

=L ={-a;0;2a}
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5b | Aufgabe

Berechnen Sie die Lésungen folgender Gleichung.

51k—x x+k =0;k=0
k{2 k

A5Db | Ausfuhrliche Losung

X 1k—x x+k 0
k\2 k
1

@x[%k—xj(x+k):03x1:0

lk—x=0|+x<:>lk=0
2 2

x+k=0|-k < x=~k

:L:{—k;O;lk}
2
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6a

Aufgabe

1kx3—3kx2+§kx=o k=0
2 2

Berechnen Sie die Lésungen folgender Gleichung.

A6a | Ausfihrliche Losung

%kx3—3kx2+gkx:0|-2
& kx® —6kx? +5kx =0
<:>x(kx2—6kx+5k)=0:>x1 =0
kx? —6kx +5k =0
@k(x2—6x+5)

=>p=-6;9=5
2

:D:(Ej _q=9-5-4

2

__P. B X, =3+2=5
= Xs =5 +D Xy =3L2=1
=L ={0;1;5}

6b | Aufgabe

Berechnen Sie die Lésungen folgender Gleichung.
x® —4kx® +3k*x = 0.k £0

A6Db | Ausfilhrliche Losung

x® —4kx? +3k?x =0
<:>x(x2—4kx+3k2):0:>x1 =0
x? —4kx +3k? =0
= p=-4k;q=3k"

2
:D:(gj —q=4k? - 3Kk2 = k2

:\/52\/_2=k
X, =2k +k = 3K

Xp3 =——t
= Yars \/_ X, = 2k —k =k

:>L={0;k;2k}
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7 | Aufgabe

Bestimmen Sie die Lésungen fiir:  x® —2kx®> —2x+k?x=0 k=0

A7 |Ausfuhrliche Losung

x® —2kx? —2x +k?x =0
& x(X* —2kx-2+k*)=0=>x, =0
x? —2kx+k?*-2=0
—p=-2k;q=k*-2

:D:(g]z—qzkz—(kz—z)zz
SNENF]

X, =K ++/2
3)(2/3:_34—”/5 ’
2 x3:k—\/§

:Lz{k—\/i;o;k+\/§}
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Aufgabe

Lésen Sie die Gleichung nach x auf.
Far welche Werte von k gibt es nur eine Losung?

ix3'+gkx2—2x2 =0:k#0
2k 3

A8

Ausfiihrliche Losung
2k —2x? 20
2k 3

o34 2k-2 x> =0]-2k

2k 3

3 4 2 2
& X +(§k —4k]x =0
@x{x+(gkz—4kﬂ=o:x1=o

x+%k2—4k=0|+4k

o xt 22 =4k|—ik2
3 3

o x=4k- 22

:>L={O;4k—%k2}

k—ik2 =o@k(4—ikj=o
3 3

o4 topdes 423
3 3 3 ' 4

<k=3
Die Lésung x4 = 0 existiert unabhangig von k. Fir alle anderen Werte von k gibt

es zwei Losungen, mit Ausnahme von k = 3.
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9 |Aufgabe

Fur welche Werte von a hat die Gleichung (x + 1)(2x2 - a) =0

eine Ldsung, genau zwei oder drei Losungen?

A9 |Ausfihrliche Losung

(x+1)(2x2—a):0

X+1=0<x,=0

2x*-a=0<2x*+0x-a=0
=p=0;q=-a

2
:D:(Ej -q=0+a
2

Eine LosungfallsD=0<a=0
Zwei Losungen falls D >0 < a >0
Keine Losung falls D <0 < a<0

Fir die Gesamtlésung bedeutet das:

Eine Losung gibt es'immer (erste Klammer = 0, x4 = -1).

Die quadratische Gleichung kann‘in Abhangigkeit von der Diskriminante eine,
zwei oder keine Losung haben:

Falls a < 0 ist, hat die Polynomgleichung nur eine Lésung L = { -1 }.

Falls a = 0 ist; hat die Polynomgleichung zwei Losungen L ={-1; 0 }.

Falls a > 0 ist, hat die Polynomgleichung drei Losungen.

Damit in diesem Fall auch wirklich 3 unterschiedliche Losungen vorliegen, darf
die Losung x4 =-1 nur einmal vorkommen. Zu untersuchen ist also fur welche
Werte von a die zweite Klammer bei dem x-Wert -1 Null wird.

(-1 -a]-0& 1-a-0ca-1
Zusammenfassung:

a<0: eine Losung L = {-1}.
a=0: zweiLoésungen L ={-1;0}.
falsa=1unda>0:

drei Losungen L = {—1 ; —\/5;\/5}.
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10 | Aufgabe

Untersuchen Sie die Losungen in Abhangigkeit von a %x3 —2ax=0

A10

Ausfiihrliche Losung

gx?’—Zax:OLg
2 3

c>x3—iax:0
3

@X(xz—%aj=0:>x1:0

xz—ia:0|+ia
3 3

<:>x2:%a|\/_

4
=& ‘/ga
4
& Xy3 = ga falls'a >0

Eine Losung falls D=0 <a=0

Zwei Losungen falls D >0 < a >0

Keine Losung falls D<0< a<0

Falls a = 0 ist, gibt es nur eine Losung L = {0}.

Nun werden die/Loésungen der quadratischen Gleichung in Zusammenhang mit
der Formvariablen a betrachtet.

X2+ 0x-2a-0
3
4
=p=0;q=—=a
p q 3
2
=D= P —q:0+ia
2 3

Falls D=0 < eine Losung = a=0;L ={0}.

Falls D >0 < zwei Losungen = a>0;L= {—,/%a ; ,/%a}.

Falls D < 0 < keine Lésung = a>0;L = {0}.
Zusammenfassung:

a<0: eine Lésung L = {0}.

a=0: eine Losung L = {0}.

a>0:drei LOsungen L = {—, /%a :0; /%a}
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11

Aufgabe

Untersuchen Sie die Lésungen in Abhéngigkeit von a x® +ax? —ax-2x=0

A11

Ausfihrliche Losung

x3 +ax?—ax-2x=0
o x®+ax’—(a+2)x=0
<:>x[x2+ax—(a+2)}=0<:>x1 =0

x*+ax-(a+2)=0=>p=a;q=—(a+2)

2
:D:(Ej —q:%a2+a+2

2
a 14,5
x2:—§+ Za +a+2
++D
x3:—3—,/1az+a+2
2 N4

D=0<:>%a2+a+2=0|~4

= Xg3 =~

N | T

< a’+4a+8=0
=p=4;9=a

2
:D:(%j Lq=4-8%0

Aus dem Term lasst sich x ausklammern, so dass nach dem Satz vom
Nullprodukt die'Lésungen zu bestimmen sind. Die Losung x1 = 0 gilt
unabhangig von a. Die Diskriminante der quadratischen Gleichung kann, wie
die Rechnung zeigt nicht Null werden, damit auch nicht kleiner als Null. Das
bedeutet, die quadratische Gleichung hat fur jedes a genau zwei Lésungen. Es
ist lediglich zu Uberprufen ob fur einen bestimmten Wert von a die Losung der
quadratischen Gleichung 0 ergibt. In diesem Fall hatte die Polynomgleichung
insgesamt nur'2 Losungen.
—E+\/la2 +a+2 |—\/la2 +a+2

2 V4 4

e-2- la2+a+2|~(—1)
2" \2
<:>E:‘/la2+a+2|2
2 4
1
4

2=l ar20a-2

-2 1 2
%4 (=2 -2+2
< X33 > \/4( ) +

< X, =0und x; =2
Spezialfall: Falls a = -2 ist, hat die Polynomgleichung genau 2 Lésungen.
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12 | Aufgabe
Untersuchen Sie die Losungen in Abhéngigkeit von k  (k + x)(x2 —2) =0;keR

A12 | Ausfihrliche Lésung
(k+x)(x2—2)=0
kK+x=0=x,=-k

x> -2=0x"=2
X =v2 & xy5 =142
:>L:{—k;—x/§;x/§} fiir k = +/2

Falls k einen der Wurzelwerte annimmt; verringert sich-die Anzahl von
Ldsungen von drei auf zwei.

13 | Aufgabe
Die Losung einer Gleichung 3. Grades sind 2/3, 3/4, und -2.
Geben Sie eine Polynomgleichung mit ganzzahligen Koeffizienten an.

A13 | Ausfuhrliche Lésung
(x—%}(x—%)(x+2):0|-3
3
& (3x—2)(x—zj(x+2)=0 | -4

< (3x-2)(4x-3)(x+2)=0
< (12x* -9x =8x +6)(x+2) =0

o (12x° -17+6)(x#2) =0
& 12x3 +24x% “M7x? —34x +6x+12=0

< 12x3 +7x%.428x+12=0

Zuerst stelltman anhand der vorgegebenen Losungen die Polynomgleichung
als Produkt ihrer Linearfaktoren auf. Um eine Polynomgleichung mit
ganzzahligen Koeffizienten zu bekommen multipliziert man nun beide Seiten
der Gleichung mit den Nennern der Bruche in den Linearfaktoren. Dabei darf
immer nur ein Linearfaktor multipliziert werden. Sobald in den Linearfaktoren
keine Briche mehr auftreten, multipliziert man diese aus und erhalt die

gesuchte Polynomgleichung.
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