R. Brinkmann http://brinkmann-du.de Seite 1

Losungen Polynomgleichungen VI

Ergebnisse:

07.01.2014

E1 |Er

ebnisse

—%x4+x2—3:0:>L:{—4;0;3}

;x4—kx3—%x2—0:>L={—1;0;3}

2

;?(x2—3k):0:>L:{—k\/§;0;k\/§}

E2 |Ergebnisse
a)| x* -26x*+25=0=L={-5;-1;1;5}
b) —%x“+3x2—4=0:>L:{—2;—\/§;\/§;2}
°) —x*—4x2+2=0
:{—\/5—1;—\/§+1;\/§—1;\/§+1}
E3 |Ergebnisse
a) —%x4+x2—3=O:>L={—2\/§;—2;2;2\/§}
b)| 1/ > 3 % . .n.
g(x -3) -3=05L={-6;0; 6}
©) x4—2x2+3=O:L={—\/§;\/§}
E4 |Ergebnisse
a)| 1 2 ) _ )
g(2x —4) —OSL—{—\/E,\/E}
°) 1(x =)+ xP-1=0=L={-2;-1;1;2}
4
C)
(3x —2k 0= L= { / \/7}
E5 |Ergebnisse
a) x4—11x2+18:O:>L:{—3;—\/§;\/§;3}
b)| x* —(k+2)x*+2k =0
={—vk;-v2;v2; k]
c)

x4+kx2—2k2=0:>L={—JE;JE}
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E6 |Ergebnis
k=4 =L={-2;-1;1;2}

E7 |Ergebnis
k=—4 =L={-1;1

E8 |Ergebnis

Substitution: z := x* liefert eine quadratische Gleichung mit D = —%—a2 <0

E9 |Ergebnis

2 3
E(ﬂj —4x-(4—xj -192=0=1L={-3;3}
4 \ 3 3

E10 | Ergebnis

s 9K® . \
X :m: fir k > 1 gibt es Losungen.

E11|Ergebnis
x* +2kx® —3x%=0 fir allek € R

L={—k— k2+3;0;—k+\/k2+3}

E12 | Ergebnis

Gleichung 4. Grades mit vier Lésungen:
(x+2)(x+1)(x-3)(x+4)=0

Gleichung 4. Grades mit drei L6sungen:
(x=2)(x—2)(x-3)(x+4)=0
Gleichung 4. Grades mit zwei Lésungen:
(x+2)(x+2)(x+2)(x-2)=0
Gleichung 4..Grades mit einer Losung:
(x-2)(x=2)(x-2)(x-2)=0
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Ausfuhrliche Losungen

07.01.2014

1a

Aufgabe

Berechnen Sie die Losung folgender Gleichung.

&(x4+x3—12x2):0;k¢0

Ala

Ausfiihrliche Losung

l(x“+x3—12x2):0|-9k
9k

o xt+xd-12x2 =0
<:>x2(x2+x—12)=0:>x1,2 =0

x> +x-12=0
=>p=-1;,9=-12

2
49 7
:>\/6= _—
4 2
0 x3——1+g:3
:x2,3:—5ix/5 17
X4:—§—E=—4

=L ={-4;0;3}

angewendet werden, der da lautet:

Aus der Polynomgleichung kann x* ausgeklammert werden.
Es entsteht ein Produkt. Da dieses aber Null ist, kann der Satz vom Nullprodukt

"Ein Produkt ist genau dann Null, wenn mindestens ein Faktor Null ist."

Die Losung der Gleichung findet man also dadurch, dass man jeden Faktor fur
sich gleich Null'setzt. Der erste Faktor ergibt die doppelte Losung 0. Der zweite
Faktor ist eine quadratische Gleichung, die mit der p-q-Formel zu I6sen ist.

In der Losungsmenge erscheint die doppelte 0 nur einmal, da in der
Mengendarstellung per Definition jedes Element nur einmal vorkommen darf.

Erstellt von Rudolf Brinkmann p0_polynomgl_06_e 07.01.14 17:09

Seite: 3 von 20




R. Brinkmann http://brinkmann-du.de Seite 4 07.01.2014

1b | Aufgabe
Berechnen Sie die Losung folgender Gleichung.
Kt —kx® = K2 —0;k 20
2
A1b | Ausfihrliche Losung
Kk 4 3K o,
—kx®*-=x2=0
2
okl Ixtixd -3y =0|:k
2 2
=N xz(%x2 +x—%j:0:> X5 =0
1y +x—§:0|-2
2 2
o x2+2x-3=0
—>p=-2;9=-3
2
:D:(gj _q=1+3=4
=D = \/_ =2
X;=14+2=3
Xyg =——=F
= a3 \/_ X, =1-2=1
—L= {—1 ;0;8}
Die Polynomgleichung kann nach ausklammern von k durch k dividiert werden,
da k per Definition.ungleich Null ist. Damit hat k keinen Einfluss auf die Lésung.
x? |asst sich ebenfalls ausklammern, so dass die Lésungen nach dem Satz vom
Nullprodukt bestimmt werden kdnnen.
1c | Aufgabe

Berechnen Sie'die Losung folgender Gleichung.
2

5)(7<x2—3k):0;k>0

Alc

Ausfiihrliche Losung

X2 [ 5 s )
W(x 3k ):0|-5k
& x*(x*=3Kk%)=0=x,, =0
x? —3k? =0 +3k?
o xX2=3K |V o x5, =43
= {-kv/3;0; k3]
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2a | Aufgabe

Lésen Sie die Gleichung nach x auf.
x* —26x°+25=0

A2a

Ausfiihrliche Losung

x* -26x*>+25=0
Substitution: x? =z
=72 -262+25=0
=>p=-26;9=25

2
:D:(gj —q=169-25=144

:>\/5:\/14 4=12
z,=13+12=25
z =— +
= 2 £D z,=13-12=1
Rucksubstitution:

2, =x*=25=Xx,,, =45
Z, = X2 =1=> X5, 4 =41
=L={-5;-1,1;5}

Die Polynomgleichung stellt eine biquadratische Gleichung dar.

Die Substitutionsvariable z lasst sich mithilfe der p-q-Formel berechnen.
Anschliellend‘'muss zurucksubstituiert und die Wurzel gezogen werden. Die

Wurzel lasst sich.nur flr positive z-Werte |0sen.
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2b | Aufgabe
Lésen Sie die Gleichung nach x auf.
e _azo
2
A2b | Ausfilhrliche Losung
a4
2
Substitution: x? = z
= —%zz +3z-4=0]-(-2)
<72-62+8=0
=p=-6;9=8
2
:D:(Ej —q=9-8=1
2
—D= \[ =1
z,=3+1=4
= 2Z, = +
1z J_ Z,=3-1%2
Rucksubstitution:
Z, =X =4 X~ 12
Z, =x?=2=5 Xy, =%2
={-2,=V2:32;2]
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2c | Aufgabe

Lésen Sie die Gleichung nach x auf.

Tt _ax?i2-0

A2c | Ausfiihrliche Losung

T 420
2
Substitution: x* = z
:»%22 —4z+2=0]-2

= 72-8z+4=0
=p=-8;9=4

2
:D:(%} _q=16-4=12
—JD=112=23

Z,=44+23
321/2:_%1”/5 1 g

z,24-243

Rucksubstitution:
2
z,=x? :4+2\/§:3+2\/§+1=(\/§+1)

= Xy =+ (B x(= V341, -3 -1
2,=x* =4~ 23 =323 +1=(V3 1)
= Xgr4 = #(V3-1) % =3 -1, -3 +1
=L={3-1;2V3+1;43-1;43+1}

Nach der Rucksubstitution kann man den Term mit Hilfe der binomischen
Formeln in.ein Quadrat verwandeln, aus dem die Wurzel gezogen werden kann.
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3a

Aufgabe

Lésen Sie die Gleichung nach x auf.

1 ex?o3-0
16

A3a

Ausfiihrliche Losung

—ix4 +x2-3=0
16
Substitution: x? =z
-2, 320 |-(-16)
16

<72 -16z+48=0
=p=-16;9=48

2
:D:[gj _q=64-48=16
—=D=\16=4
= Zyp =~ —\/_

Rucksubstitution:
z,=x2 =12=5%,,4 = #4012 £42/3
7, =x2 =4 = Xy, =42 42

={-2433-2;2;2/3

z;,=8+4=12
z,=8-4=4
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3b | Aufgabe
Ldsen Sie die Gleichung nach x auf.
1/, 2
5(x -3) -3=0

A3b | Ausfiihrliche Losung

%(x2—3)2—3:0|-3

o (x*-3) -9=0

o x*-6x*+9-9=0

o x*-6x2=0

<:>x2(x2—6)=0:>x1,2=0
x>-6=0|+6

o x2=6]

<:>X3/4:J—“/6

=L ={-V6;0;V6/

3c | Aufgabe
Loésen Sie die Gleichung nach x auf.

lx4—2x2+3:0
3

A3c | Ausfuhrliche Losung

1x4—2x2+3=0
3

Substitution: x> £ z
:%22—22+3=0|~3
= 72-62+9=0
=p=-6;9=9

2
:D:(EJ ~q=9-9=0

2

—=JD=40=0

p
=2Z,,=——=3

1/2 2

Rucksubstitution:
z=x2=3=x,,=%/3
=L={-/3;3]
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4a | Aufgabe

L

%(2x2 ~4) =0

Osen Sie die Gleichung nach x auf.

Ada

Ausfiihrliche Losung

%(2x2 ~4)=0]5

o (2x2-4) =0
<:>(2x2 —4)(2x2 —4)=o
o 2x2-4=0|+4

o2x2=4]:2
S x2=2e X, =2
:L:{—\/E;\/E}

Der Term kann als Produkt.zweier Faktoren.geschrieben werden. Da beide
Faktoren gleich sind, genugt es nureinen davon gleich Null zu setzen, da der
andere Faktor die gleiche Losung hat. Damit hat die Polynomgleichung
insgesamt zwei-LOosungen; die doppelt auftreten.
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4b

Aufgabe

Lésen Sie die Gleichung nach x auf.

—%(x4—x2)+x2—1:0

Adb

Ausfiihrliche Losung

—%(x4—x2)+x2—1:0

<:>—lx4+lx2+x2—1=0
47 "y

<:>—1x4+§x2—1=0|'(—4)
4" "3

o x*-5x2+4=0

Substitution: x? =z

=72 -52+4=0

=>p=-5;9=4
2
:}D:E _q:§_1_6:g
2 4 4. 4
-4
21—g+%=4
:>Z1/2=_%i‘/5 5
Z,=——-—=1
22

Rucksubstitution:
z,=x?=4= x5, =44 =+2
Z, = X2 =1=> Xy, = /1= +1
=L={-2;-11;2}
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4c

Aufgabe

Lésen Sie die Gleichung nach x auf.
(3x2-2) =0;k>0

Adc

Ausfiihrliche Losung

(3x2 —2k)2 -0
N (3x2 - 2k)(3x2 - 2k) -0

< 3x?2 -2k =0]+2k
< 3x?=2k|:3

<:>x2:§k<:>x1,2=4_r /%k
=L= —,/zk; /gk
3 3

grolder als Nullist.

Der Term kann als Produkt zweier Faktoren‘geschrieben werden. Da beide
Faktoren gleich sind, genligt es'nur einen.davon gleich Null zu setzen, da der
andere Faktor die‘gleiche Losung hat. Damit hat die Polynomgleichung
insgesamt zwei Losungen, die doppelt auftreten. Da per Definition die
Formvariable k > 0 sein soll, gilt die Losung fur jeden Wert von k, solange er
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5a

Aufgabe

Lésen Sie die Gleichung nach x auf.
x* —11x*> +18 =0

Aba

Ausfiihrliche Losung

x*—11x*> +18 =0
Substitution: x? =z
—27z2-11z2+18=0

=>p=-11;9=18

2
~o-(B) q-121.72 %0

2 4 4 4
49 7
:}\/6: _—
4 2
0 21:1—21+g:9
=Z,,=——=x+D
V29 VD 11 (7
Z;&F Y- sV
2 2
Rucksubstitution:

z,=x2=9=x,), =49 =+3
2
Z, =X :2:>x3,4=i\/§

=L ={-3;-12:y2:3
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Sb

Aufgabe

Lésen Sie die Gleichung nach x auf.
x*—(k+2)x*+2k=0;k>0

A5b

Ausfiihrliche Losung

x*—(k+2)x*+2k =0
Substitution: x* = z
=2z*—(k+2)z+2k=0
=p=—(k+2);q9=2k

1 2 1 7
Pkt [ B (P 2k
2 2 2 2

1 2 1

=(—k+1] = —k*+k+1

2 4

2 1
—D= Ej —q=—k% + Kk 142k

2 4

2

:1k2—k+1=(1k—1J

4 2

16/ VB¥ 2
=D = (Ek—1j = k-1
21:1k+1+%k—1:k
:>Z1/2=—%i‘/5

Rucksubstitution:
z,=x2 =k = Xy = +Jk
Z,=x2=2=3%,,, =2

:>L={—x/E;—x/§;\/§;\/E}

22=%k+1—(%k—1j=2
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5c | Aufgabe

Lésen Sie die Gleichung nach x auf.

x* +kx?-2k?>=0:k >0

A5c

Ausfiihrliche Losung

x* +kx?-2k?=0
Substitution: x? =z
= z>+kz-2k?*=0

—p=k;q=-2k?

2
:D:[Ej _qetk2+ 829
4 4

2 4
— D = %k2 :%k
z, =—%k+%k=k
=2y, =5 D 1. 3
22 :—Ek—§k=—2k

Rucksubstitution:
z, = X2 =k =/%X,5 =k
z, = x* = —2k-=keine Losung

:>L:{—\/E;\/E}

sich keine Wurzel ziehen.

Es gibt furdie Polynomgleichung nur zwei Losungen. Fur z; =-2k gibt es keine
Ldsung, da der Wert fur-alle k > 0 negativ ist. Aus einer negativen Zahl lasst
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Aufgabe

Fur welchen Wert von k hat die Gleichung
——X"+—X —%k =0 die Lésung x =1?

Berechnen Sie fur diesen Fall die weiteren Losungen.

A6

Ausfiihrliche Losung

1, 5, 1

——x*+=x*——k =0]-(-4)
47 T4 g
o x*-5x?+k=0
1 0 -5 0 k
x=1|y 1 1 -4 4
1 1 4 -4 .0
=>k-4=0<=k=4
x*—5x2+4=0

Substitution: x? =z

—72-52+4=0

=>p=-5;9=4
2
Lp_[P) _qu25.16.19
2 4 4 4
- 523
53
p \/7 Z1—§+E:4
=27, =——=%+/D
1/2 2 , _5 3_1
===
2 2

Rucksubstitution:;

z, =X =4 =%, =+tJ4 = +2
z, =x2 =1=¥ X,,, =+ /1 = %1
=L={-2;-1;1;2}

Da die Losung x = 1 bekannt ist, kann man mit dem Horner-Schema den Wert
fur k bestimmenn. Die letzte Spalte im Horner-Schema muss in der Addition
Null ergeben, damit x = 1 Losung der Polynomgleichung ist. Aus der Addition
ergibt sich fur k der Wert k = 4. Setzt man fir k die 4 in die Polynomgleichung
ein, kann man sie als biquadratische Gleichung I6sen.
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7 | Aufgabe

x* +3x% +k =0 die Lésung x = —1?

Fur welchen Wert von k hat die Gleichung

Berechnen Sie fur diesen Fall die weiteren Lésungen.

A7 |Ausfihrliche Lésung

x*+3x2+k =0

1 0 3 0
x=-1 =1 +1 —4
1 1 4 -4

=>k+4=0<=k=-4
x*+3x*-4=0
Substitution: x* =z

—7?2+3z-4=0

=>p=3;9=-4
2
:>D= B _q:g+ﬁzé
2 4.4 4
25 5
=D =—==
\/— 4 2
3
Z1=—E+§:1
:>Z1/2:_Ei\/5
2 3
AN -G =4
2 2

Ricksubstitution;

z,=x2 =1=> X7, = 21 = +1

z, = x* = -4 = keine Lésung fiir z,
=L={-1;1}

o X
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8 |Aufgabe

Zeigen Sie: Die Gleichung x* —x? +k? +1=0 hat fiir k € R keine Ldsung.

A8 |Ausfiuhrliche Lésung

x—x2+k?>+1=0
Substitution: x? =z
—7z>-z+k?®+1=0

—p=-1;9q=k?®+1

2 1
:>D=[E] —q=-—1-K?
2 4

:>D=—%—k2<0fUraIIeke]R

S

Die Diskriminante D ist fur jeden Wert von k negativ, da k als Quadrat auftritt.
Wenn die Gleichung in z keine Lésunghat, dann hat sie auch keine in x.

9 |Aufgabe

9 (4xY 4x\°
Losen Sie nachx auf: Z(?j —4x-(?j +192=0

A9 |Ausfiuhrliche Lésung

4 3
2(4—Xj —4x-(%} +192=0

4 3
4 3
<:>g-4—4x4 —4x-4—3x3+192:0
4 3 3
@%x4—@x4+192:0|HN:27
192 4 256 , 5184 _ 0|27
27 27 27

< 192x* —256x* +5184 =0
< —64x* +5184=0]-(-1)
< 64x* -5184 =0|+5184
< 64x* =5184|:64
ox*=811Y < x,, =13

—L={-3;3}

Erstellt von Rudolf Brinkmann p0_polynomgl_06_e 07.01.14 17:09 Seite: 18 von 20




R. Brinkmann http://brinkmann-du.de Seite 19 07.01.2014

10

Aufgabe

Fir welche Werte von k hat %x“ =9k Losungen?

A10 | Ausfuhrliche Lésung

Ex“:9k|-k
< (k=1)x* =9k* |: (k1)
2

o xt = k1 firk—-1>0

=k-1>0|+1<k>1

Der Nenner des Bruches darf nicht. 0 werden. Damit scheidet k = 1 aus.
Weiterhin darf der Bruch nicht negativ werden, denn die 4. Wurzel ist nur fur
positive Zahlen definiert. Der Zahler.ist. wegen k? immer positiv. Damit der
Bruch positiv ist, muss k >:1 sein.

11 | Aufgabe

Gegeben ist die Gleichung x” +2kx® —3x2.=0

Bestimmen Sie die’/Anzahl der Lé6sungen.in Abhangigkeit von k.
A11|Ausfuhrliche'Losung

x* +2kx*—3x%2=0
& X (X% +2k+3) 0= %,,, <0
& xX*42k-3=0
=p=2k;q==3
2
:D:(%] —§=k243

— D =k? +3 >0 fiir alle k
X; = —K+vk® +3
X, =—k-k?+3

:>L={—k—\/k2+3;0;—k+\/k2+3}

Es gibt fir alle Werte von k immer 3 Lésungen.

= X374 :—%i\/ﬁ
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12 | Aufgabe

Geben Sie eine Gleichung 4. Grades an, die jeweils vier, drei, zwei bzw. eine
Losung besitzt.

A12 | Ausfihrliche Lésung

Die Kombination von Linearfaktoren liefert die jeweils gewinschte Gleichung.

Vier Lésungen:
(x+2)(x+1)(x-3)(x+4)=0

o xP+4x3-7x*-34x-24=0

=L={-4;-2;-1;3}

3 Losungen:
(x—2)(x-2)(x-3)(x+4)=0

o xt-3x*—12x? +52x-48=0

=L={-4;2;3}

2 Ldsungen:
(x+2)(x+2)(x+2)(x+2)=0

o x* +4x3 -16x-16=0

=L={-2;2}

1 Losung:
(x—2)(x-2)(x=2)(x=2)=0

o x*—8x% +24x* -32x #16 =0

=L ={2}
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