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Losungen Polynomgleichungen VI

Ergebnisse:

07.01.2014

E1 |Ergebnisse

%x4—3x3:0:>L={0;9}

b) ;x4—7:0:>L:{—\/7;\/7}

lx4+gx2+1:0:L:{ )
4 3

E2 |Ergebnisse

a) 2x* +x*+x=0=L={0;1)

b) lx5—Ex"i—x:O:>L:{—2;0;2}
47 "4

°) %(xz—4)2—3:O:>L:{—\/7;—1;1:\/7}

E3 |Ergebnisse

a) %( ?-9)(x+2)7 702 L = {3;-2;3

ix3+lx2+x:0:>L:{—8;0}
64 4

4x4—3x2+x:0:>L={—1;0;%}

E4 |Ergebnisse

a) x4—5x2—2x=0:>L={—2;1—\/§;0;1—\/§}

b)| x* -32x> +256=0=L ={-4;4}

C) x*+2x>+x*=0=L={-1;0}

E5 |Ergebnisse

a)| x* +4x> ~16x-16=0=L ={-2;2]

b) x*—6x>+8=0=>L={-2;-1;1;2]

X+ 2 1= 0= L= —1;1;2
4 2 2
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E6 |Ergebnisse
a)| x* -8x*+12x*=0=L ={0;2;6}
b) x4—6x2+9:O:>L:{—x/§;\/§}
c) 3x4+(x2+4)(x2—4)=0:>L:{—\/§;\/§}
E7 |Ergebnisse
)| x* —4kx® + (4K ~16)x* =0 =L ={ 0; 2k + 4;2k -4
b) %x(x2+4k)=o;k<0:>|_={—2@;0;2@}
c
) £x4+ix3:0;k¢0:>L: 0;—lk
k2 2k 4
E8 |Ergebnisse
a) (x2—1)(x2—3k)=0
:>L={—1;1;—\/3_k;\/3_k} falls k >0
=L={-1;0;1;} fallsk=0
:>L:{—1;1;} falls k <0
PI (x +k)? (x* =25+ 2Kk) =0
:>L={ K T2k 11— 2k } faIIsk<%
:>L:{—k}fallsk>%
=L={-ki1} fallsk:%
E9 |Ergebnis
x“—2kx3—3x2+6kx=0:>L={—J§;o;J§;2k}
E10 | Ergebnis
x° —2x> —4k?x =0 Hat immer drei Lésungen.
E11 |Ergebnis
xt—=x3 2x2+—x+1=0:>L={—1,—1;1;2}
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Ausfuhrliche Losungen

1a | Aufgabe

Berechnen Sie die Losung folgender Gleichung.
T 3320
3

Ala

Ausfiihrliche Losung

Tyt Z3x =0

3

3( 1
1x—3|+3
3

<:>1x:3|~3
3

<X, =9
=L ={0;9}

Aus der Polynomgleichung kann x* ausgeklammert werden.

Es entsteht ein‘Produkt. Da dieses aber Null ist, kann der Satz vom Nullprodukt
angewendet werden, der da lautet:

"Ein Produkt.ist genau dann Null, wenn mindestens ein Faktor Null ist."

Die Losung der Gleichung findet'man also dadurch, dass man jeden Faktor flr
sich gleich Null setzt. Der erste Faktor ergibt die dreifache Losung 0. Der zweite
Faktor ist eine lineare Gleichung, die durch Aquivalenzumformung zu ldsen ist.
In der Losungsmenge erscheint die dreifache 0 nur einmal, da in der
Mengendarstellung per. Definition jedes Element nur einmal vorkommen darf.

1b

Aufgabe

Berechnen Sie die Ldsung folgender Gleichung.

1x4—7:0
7

A1b

Ausfiihrliche Losung

1x“—7=0|+7
7

<:>1x4:7|-7
7
oxt =494
o X, = +449 =47
:Lz{—ﬁ;ﬁ}
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1c | Aufgabe

Berechnen Sie die Ldsung folgender Gleichung.

Tt 42524120
40 "3

Alc

Ausfiihrliche Losung

1x“+gx2+1:0|-4
4 3
4 8 2

=2 +§x +4=0

Substitution: x? = z

2482440
3
8
=p=—:;q9=4
p 3 q
2
:D:(Ej —q:ﬁ—E 0
2 9 9
=L-(}

Die Polynomgleichung stellt eine biquadratische Gleichung dar.

Die Substitutionsvariable z lasst sich mithilfe der p-q-Formel berechnen.
Anschlielend'muss zurucksubstituiert und die Wurzel gezogen werden. Die
Wurzel 1asst sich nur fur positive z-Werte I6sen. Da in diesem Fall die

Diskriminante.< 0 ist, gibt.es fur z keine Losung und damit auch keine fir x.
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2a

Aufgabe

Berechnen Sie die Ldsung folgender Gleichung.
2x* +x*+x=0

A2a

Ausfiihrliche Losung

—2x* +x%+x=0
<:>x(—2x3+x+1)=0:>x1=0

—2x3+x+1=0|-(—1j
2

<:>X3——X—1=0
2 2

1 o -+ 2
2 2
x=1|4 1 1 4= =X, =1
1 1 1 0
2
2 1
1IxX+1x 4+ == 0
2
Re stpolynomx? 4x g
1
=1 ; = —
P q 5
2
:Dz[gj —q:l—l<0
2 4 2
=L={0;1}

Um eine Losung der Polynomgleichung durch raten oder probieren zu finden,
kann man entweder den Taschenrechner benutzen oder das Horner-Schema
verwenden. Hat man eine Lésung fur x z. B. mit dem Taschenrechner
gefunden,'so muss man auf jeden Fall die Polynomdivision durchfihren um das
Restpolynom zu finden.

Hat man hingegen mit dem Horner-Schema einen Lésungswert fir x gefunden,
so lasst sich aus den Koeffizienten das Restpolynom bilden.

Das Horner-Schema liefert also im Schnellverfahren als Abfallprodukt eine
Polynomdivision.

Durch raten und probieren erhalt man die Losung x = 1.

Da die Diskriminante der quadratischen Gleichung kleiner Null ist, hat diese
keine LOosung. Zu den bisher bekannten Losungen kommt keine mehr hinzu.
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2b | Aufgabe

Berechnen Sie die Ldsung folgender Gleichung.

1 3

—x*-Zx*-x=0

4 4

A2b | Ausfiihrliche Losung

1x‘r’—gx‘°’—x=0|-4
47 74

& x> -3x*-4x=0

<:>x(x4—3x2—4)=0:>x1 =0
x*-3x*-4=0

Substitution: x? = z

—272-3z2-4=0

=>p=-3;9q=-4
2
:D: E _q:g+E:2_5
2 4 4 4
z1—%+g=4
:>Z1/2=_%i\/5 5
Z,=———=-1
212 2

Rucksubstitution:
2, =x? =4 =X, 5= +JA = +2
z, = x* = -1=>keine Lésung
=L={-2;0;2}

Die Polynomgleichung stellt eine biquadratische Gleichung dar.

Wurzel aus z; zur Lésung bei.

Die Substitutionsvariable z lasst sich mithilfe der p-q-Formel berechnen.
Anschlieend muss zurucksubstituiert und die Wurzel gezogen werden. Die
Wurzel 1asst sich nur fur positive z-Werte I16sen. Da z, negativ ist, tragt nur die
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2c | Aufgabe
Berechnen Sie die Ldsung folgender Gleichung.
1/ 5 2 3
5(x -4} -3=0
A2c | Ausfilhrliche Losung
1/, 2
g(x -4} -3=0]-3
2
& (x*-4) -9=0
o xt-8x2+16-9=0
o xt-8x2+7=0
Substitution: x? =z
—72-82+7=0
—>p=-8;q=7
2
:D:(%] —q=16-7.29
=D=49=3
z,=4+3=7
= Zy, =—— +
12 P z,=4-3=1
Ruacksubstitution:
Z, = X2 =T =5 X, 25T
Z, = X2 =1=> Xq), =231 = £1
:Lz{—\/?;—1;1;\/7}
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3a | Aufgabe
Berechnen Sie die Ldsung folgender Gleichung.
2 2 2
E( —9)(x+2) =0

A3a | Ausfilhrliche Losung

2/ 5 2 5
g( —9)(x+2) ZOIE

<:>(x2—9)(x+2)2 =0
x> -9=0[+9 & x* =9 = X, =+3
(x+2)2=0
= (X+2)(x+2)=0= X34, =—2
=L={-3;-2;3}

3b | Aufgabe

Berechnen Sie die Losung folgender Gleichung.
T et ixoo
64 4

A3b | Ausfuhrliche Losung

ix3’+lx2+x:0
64 4

o x| 1A%y =0=x,=0
64 4

<:>ix2+lx+1=0|-64
64" 4

< X2 +16x+64 =0
=p=16;q=64

2
:D:(%J 2q=64-64=0

=D =4/0=0
X2/3=_%=_8
=L ={-8;0}

Da die Diskriminante D = 0 ist, gibt es fur die quadratische Gleichung nur eine
(doppelte) Lésung.

Erstellt von Rudolf Brinkmann p0_polynomgl_07_e 07.01.14 17:10 Seite: 8 von 22




R. Brinkmann http://brinkmann-du.de Seite 9

07.01.2014

3c

Aufgabe

Berechnen Sie die Losung folgender Gleichung.
4x* -3x?+x=0

A3c

Ausfiihrliche Losung

4x* —3x%2+x=0

<:>x(4x3—3x+1)=0:>x1 =0
4x3—3x+1=0|-1
4

ex-3x+to0
47"

: o -2 .4
4 4
x=-1[4 -1 +1 <) = Xp=—1
4
1 -1 l 0
4

1
:—1 X = —
p Q=7
2
—p=[P) sq2 1l o
2 4
p 1
X = 1 —
3/4 2 2

:>L={—1;0;1}
2

(doppelte) L6sung.

Durch raten und probieren erhalt man die Losung x = -1.
Da die Diskriminante D = 0 ist, gibt es fur die quadratische Gleichung nur eine

Erstellt von Rudolf Brinkmann p0_polynomgl_07_e 07.01.14 17:10

Seite: 9 von 22



R. Brinkmann http://brinkmann-du.de

Seite 10 07.01.2014

4a | Aufgabe

x4 —5x2-2x =0

Berechnen Sie die Losung folgender Gleichung.

Ada

Ausfiihrliche Losung

x* —5x2 -2x =0

<:>x(x‘°’—5x—2):0:>x1 =0

Restpolynom: x? —-2x-1=0
p:_2 : q:—1

2
:D:(Bj —q=1+1=2
2
=D=12

X, =1++2
:”(3/4:_Ei\/5 \
2 x2:1—\/§

=L ={-2;1-+250;1+42]

x}-5x-2=0
1 0 -5 -2
x=-2|1 =2 +4 +2
1 -2 —1 0

nimmt.

Durch raten und probieren erhalt man die Losung x = -2.

Da die Diskriminante.D-> 0 ist, gibt es fur die quadratische Gleichung zwei
Ldsungen. Mit'den vorigen'sind es dann 4 Lésungen.

Raten fUhrt oft zum Ziel, wenn man einen Teiler vom Absolutglied (hier = -2)
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4b

Aufgabe

Berechnen Sie die Ldsung folgender Gleichung.
x* —32x?+256 =0

Adb

Ausfiihrliche Losung

x* -32x?+256 =0
Substitution: x? =z
= 72 -322+256=0
= p=-32;q9=256

2
:D:(gj _q=256-256=0

=7,, :—%:16

z=x2=16 = X, = +\/16 = +4
=L={-4;4}

4c

Aufgabe

Berechnen Sie die Losung folgender Gleichung.
x* +2x3 +x% =0

Adc

Ausfiihrliche Losung

x* +2x% +%x%=0
<:>x2(x2+2x+1):0:>x1,2:0

x? +2x+1=0
=>p=2;q=1

2
p
D=|2| —g=1-1=0
- (2j e

= X3/4 :_%:_1

=L={-1;0
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H5a

Aufgabe

Berechnen Sie die Losung folgender Gleichung.
x* +4x% -16x-16=0

Aba

Ausfiihrliche Losung
x* +4x> -16x-16=0
1 4 0 -16 -16
x=2|1 2 12 +24 116 = x,=2
| 1 6 12 8 0

1 6 12 8
x=-2|4 -2 -8 -8 =x,=22

1 4 4 0
Restpolynom: x? +4x+4 =0
p=4 ; q=4

2

:D:(Ej _q=4-4-0

2
—JD=40=0
= X314 = _% ==2
=L={-2;2}
Durch raten und probieren erhalt man die Losung x = 2 und x = -2.
Da die Diskriminante D = Q.ist, gibt es fur die quadratische Gleichung nur eine
doppelte Lésung x =-2. Diese Losung war bereits schon vorhanden, so dass
durch die Losung der quadratischen Gleichung keine mehr dazu kommt.
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Sb

Aufgabe

Berechnen Sie die Losung folgender Gleichung.

x*-6x2+8=0

A5b

Ausfiihrliche Losung

x*-6x>+8=0
Substitution: x? =z
— 7?2 -62+8=0
=>p=-8;9=7

2
:D:(gj —q=16-7=9
—-JD=49=3

:>Z1/2=_ P+\D

Rucksubstitution:
Z,=X2 =T =X, =07
Z, = X2 =1=> Xy, { =1 = +1

:L:{—ﬁ;—m;ﬁ}

z,=4+3=7
z,=4<3=1
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5c | Aufgabe

Berechnen Sie die Losung folgender Gleichung.

x* —4x3 +175x2 +x-1=0 x =2 ist doppelte Lésung

A5c | Ausfilhrliche Losung
x4—4x3+175x2+x—1=0
1 -4 E 1 -1
4
x=2|{ 2 LI =X, =2
_4 _2
1 2 11y
4 2
1 2 14
4 2
x=2|1 2 0 —% = Xy =2
1 0 ) 0
4
Re stpolynom:x? Ny | o
R 4
1 1 1
C}Xzzzl\/_@X3/4:i\/;=i§
:Lz{—l;l,Z}
2 2
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6a

Aufgabe

Berechnen Sie die Losung folgender Gleichung.

x*—8x3+12x2 =0

Ab6a | Ausfihrliche Lésung
x*-8x*+12x* =0
<:>x2(x2—8x+12)=0:>x1,2=0
x?-8x+12=0
=p=-8;9=12
2
:D:(%J —q=16-12=4
:>\/5=\/Z=2
__P. 5 X;=4+2=6
R TR ST DT
=L={0;2;6}
6b | Aufgabe

Berechnen Sie die Losung folgender Gleichung.

x*-6x*+9=0

A6b

Ausfiihrliche Losung

x* —6x2+9=0
Substitution: x? = z
—=7?2-62+9=0
=>p=-6;9=9

2
:D:(Ej _g=9-9=0
2
—=JD =020
321/2:_%:3

Rucksubstitution:
z=x2=3=x,,=%/3

3L={—\/§;\/§}
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6c

Aufgabe

Berechnen Sie die Losung folgender Gleichung.

3x4+(x2+4)(x2—4):0

AbBC

Ausfiihrliche Losung

3x* +<x2 +4)(x2 —4):0
<:>3x4+(x4—;1/x/[+;l«%{—16):0

< 4x*-16=0]|+16

< 4x*t=16[:4
oxt=41Y ox,,=+4=+/2
:L:{—\/E;\/E}

7a | Aufgabe

Berechnen Sie die Losung folgender Gleichung.

x* — 4kx® +(4k2 —16)x2 =0

A7a

Ausfiihrliche Losung

x* — 4k & (4k% £ 16)%” =0

& X° (X — 4kxh 4k%—16)= 0 =, =0
x? —4kx + 4k* -16'=0
= p=-4k;q<4k* <16
2
:D:(%J —q=4k3-4k? +16 =16
—JD=\16=4
X, = 2K + 4

= X4 =~ ¥D X, = 2k -4

:>L:{O;2k+4;2k—4}
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7b | Aufgabe

Berechnen Sie die Losung folgender Gleichung.

%x(xz +4k)=0;k<0

A7b | Ausfuhrliche Lésung
1 (2
Ex(x +4Kk)=0]k

<:>x(x2+4k):0:>x1:0
< x? +4k =0| -4k

o x2=-4k|V
<:>x2,3=i\/ﬂ=12\/i
:L:{—zﬂ;o;zﬂ}

Da per Definition k negativ sein soll,.ist -k immer positiv, so dass die Wurzel
gezogen werden kann.

7c | Aufgabe
Berechnen Sie die'Lésung folgender Gleichung.
%x“ L =0k =0
k 2K

A7c | Ausfuhrliche Lésung

<:>x‘°’(2x+%kj=0:>x1,2,3 =0

2x+1k=0|—1k
2 2
<:>2x:—lk|'1
2 2
1
S X=——
4

:L:{O;—lk}
_t 4
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8a | Aufgabe
Bestimmen Sie die Lésungen in Abhangigkeit von k.

(x2 —1)(x2 —3k) =0

A8a | Ausfilhrliche Losung
(x*-1)(x*-3k)=0
x> -1=0 e x* =1 X, = +1
x? -3k =0|+3k
o x2=3k|V o x5, =+/3k;k=0
k>0:»L={—1;1;—\/§;\/§}
k=0=L={-1;0;1}

k<O=>L={-1;1}

Falls k positiv ist, gibt es 4 Losungen.Fur.k = 0'gibt es drei Losungen da die
Wurzel 0 ist. FUr negative Werte von k. gibt es zwei Lésungen da die Wurzel
nicht I6sbar ist.
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8b | Aufgabe

Bestimmen Sie die Lésungen in Abhangigkeit von k.

(x+k)*(x* -2x+2k) =0

A8b

Ausfiihrliche Losung

(x+k)2(x2—2x+2k):0
(x+k)(x+k)=0< x,, =k

x?-2x+2k =0
=>p=-2;9=2k

2
:D:(Ej —q=1-2k
2

=D =V1-2k
D:O@1—2k:0@2k:1<:>k=%

:>x3,4:—%:1:>L={—k;1}

D=<0<:>1—2k<0<:>2k>1<:>k>%

= X3/, keine Losung = L'={—k|

D>O<:>1—2k>0<:>2k<1<:>k<%

P Xy =1+V1-2K
= X374 =_§i\/5
X, =1-41-2k

:>L={—k;1—\/1—2k;1+x/1—2k}

drei Losungen gibt.

Die Losungen sind von der Formvariablen k abhangig. Die Diskriminante D gibt
Auskunft Uber die speziellen Werte von k fur die es entweder eine, zwei oder
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Aufgabe

Gegeben ist die Gleichung: x* — 2kx® —3x? + 6kx = 0
x = 2Kk ist eine Losung. Berechnen Sie weitere Losungen.

A9

Ausfiihrliche Losung

x4 —2kx® —3x? +6kx =0
<:>x(x3 —2kx2—3x+6k):0:>x1 =0
x> —2kx? -3x+6k =0

1 2 -3 6k
x=2k |3 +2k 0 —6k
1 o -3 0

Restpolynom: x> -3 =0]+3
ox2=3|J ox,,=+/3
=L ={-/3;0;3;2/

weiteren Losungen.

Der Satz vom Nullprodukt wird angewendet.. Mit dem Horner-Schema und der
bekannten Losung x = 2k wird.das Restpolynom bestimmt und daraus die
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10

Aufgabe

Welche Anzahl an Lésungen sind moglich?
x° —2x° —4k’x=0

A10

Ausfiihrliche Losung
x° -2x° -4k’x =0

& x(x* -2 -4k*)=0=x,=0
xt—2x?-4k*=0

Substitution: x? =z

=27z°-2z-4k* =0

=p=-2;q=-4k?

2
:D:(gj —q=1+4k? > Ofilit-alle.k
= D =1+ 4k?

= 2412 =_%i\/5

z, E1+A/1+.4K?
z, = 1= 1+ 4k?

Ricksubstitution:

2, =x? =1+ 1+4k? = X,,4 = +14 1+ 4k?

z, = X2 = 1144k = X, 5 =212,

Die Wurzel aus z; ist.nur dann I6sbar, wenn z, gro3er oder gleich Null ist.
7, =0 1-V1+4k? =0

o V1+4k? =12 144k? =1] -1

= 4k*=0=k=0

falsk=0=12z,=0< x,,5=%X,=0

z, >0<:>1—\/m>0

o V1+4k? <1 1+ 4k% < 1] -1
< 4k? < 0 ist nicht méglich

z, <O<:>1—\/m<0

o V1+4k% > 1P 1+ 4k% > 1] -1

< 4k? >0 ist fur alle k erfiillt.

Die Polynomgleichung hat immer drei Losungen. x4 =0 und xz3 = Wurzel aus z;
existieren fur alle Werte von k. Zu untersuchen ist, ob x4/5 = Wurzel aus z,
existiert. Falls z, = 0 ist, gilt x4/5 = x4 = 0, also keine neue Losung. Fur den Fall
z, grofRer Null gabe es weitere Losungen. Die Rechnung zeigt, dass z; nicht
grolder als Null sein kann. Deshalb gibt es auler den drei vorhandenen, keine
weitere Losung.
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