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Losungen zur Differenzial- und Integralrechnung Ii

Ergebnisse
E1l |Ergebnisse
3) g(x) = %xz -2 beschreibt den unteren Teil des Mundes.
1, 1, . .
f(x) = ——==x" +—x° + 2 beschreibt den oberen Teil des Mundes
486 54

b) |Das Rechteck maximaler GroRe hat eine Flache von etwa 23,095 m®.

c) |Fir den Mund wird an der Hauswand eine Flache von insgesamt 36,267 m*
bendtigt.

d) |Die schraffierte Flache ist die Differenz aus der gesamten Flache und der
des Rechtecks. Sie betragt etwa 13,172 m?. Die Kosten fiir die
Beschichtung betragen 1580,65 £.

E2 |Ergebnis
Die gesuchte Flache betragt 2,939 FE.
E3 |Ergebnisse

a) |xi2 =0 ist die einzige Nullstelle, da sie:doppelt vorkommt, berthrt der
Graph von f(x) die x- Achse an dieser:Stelle.

b) |Punkte mit waagerechter Tangenteliegen bei x; = 0 und bei x, = 1.

Alle Punkte P14 liegen im Koaerdinatenursprung bei P14( 0] 0).
Alle Punkte P, liegen auf'einer/Parallelen;zur y- Achse im Abstand x = 1
Und haben die Koordinaten Pos( 1| ae ):
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Ausfuhrliche Losungen:

Al |Ausfuhrliche Lésung

a) | Der untere Teil des Mundes wird durch eine quadratische Funktion
beschrieben.

Der obere Teil des Mundes durch eine ganzrationale Funktion 4. Grades.

g(x) = %xz -2 beschreibt den unteren Teil des Mundes.
f(x)= —ix4 +iX2 +2 beschreibt den oberen Teil des Mundes
486 54

Al |Ausfuhrliche Lésung

b) | Da die Graphen der Funktionen f(x) und g(x) symmetrisch zur y- Achse
verlaufen, ist auch das einbeschriebene Rechteck'symmetrisch zury-
Achse.

Die y- Achse teilt die Rechteckseite a in zwei gleichlange Teile.

Um die Seite b des Rechtecks in Abhangigkeit von a zu bestimmen, bendotigt
man die Koordinaten der oberen und unteren rechten Ecke des Rechtecks.

Obere rechte Ecke: (g f(gn Untere rechte Ecke: (% g(%n

Die absolute Differenz der y-‘Koordinaten ergibt die Seite b.
Dazu berechnen wir zuerst die jeweiligen y- Koordinaten der Eckpunkte.

a 1 (a)' 14(a)? 1L a* 1 a°
flo = | 2] 4= S22y =2 42
2 486 \ 2 54 \2 486.16 54 4

oot it piodo
7776 216
2 2
g E :i. E —Zzi.a__z
2 18 \ 2 18 4
=ia2—2<o
72

Al |Ausfuhrliche Lésung

b) | Fur die Lange der Seite b gilt also:

b(a) = f(%}+ g(%) da g(gj <0 ist, gilt g(%)‘ = —g(%} und damit

b(a):f(g]—g(ij:— ! a*+ 1 a2+2—(ia2—2j
2 2 7776 216 72

L ey o 3 200
7776 216 2
N /TSN S R S
7776 216 7776 108
Da die Seite b von a abhangt, sagt man auch b ist eine Funktion von a

also b(a).
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Al |Ausfuhrliche Lésung

b) | Die Flache des Rechtecks A ist das Produkt seiner Seiten.

A(a):a~b(a)=a-(— ! at- ! a2+4j
7776 108

ol 1 i
7776 108
Die Extremwertbestimmung von A(a) liefert den Wert von a, fur dass die

Rechteckflache am grof3ten wird.

A'(a):_77576a4_1§8a2+4;A"(a):_;gsag_lgsa

A'(a)=0< - > gt 3 gzi4- 0|( 7776j
7776 108
44, 37776, 4-7776
108-5 5
4, 216 , 31104
a + a —
5 5

, 216 31104 216 31104
& 77+ z-— c =0:>p:?,q=_ -

(pjz [108]2 31104 11664 155520 167184
5 5 25 25 25

=0

= 0 ‘Substitution; a% = z

1296 1296 36
=——:129 = VD=, |—/— 129 = —+/129
25 25 5

2, e~ 128 36@

4 & —%—ﬁqlzg <0 = keine Lésung fir a

=198, 2 g o - 1% % iz
a, = \/—$+§\/129 ya, = —\/ 128 36 —+/129

Nach einigen Umformungen: a, =§ -15+5+/129 ~ 7,757

Da aus z, keine Wurzel gezogen werden kann und der Wert flr a positiv
sein soll, musste a; eine Extremstelle von A(a) sein.
Das ist mit der 2. Ableitung von A(a) zu Uberprufen.

"(a,) <0 wegen

20 5 6
"(a,)=— a — a, unda, >0
(24) 7776 * 108 * !

Fir den Wert a, = g\/—15 +5v129

ist die Flache des Rechtecks maximal.

A
A
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Al

Ausfiuhrliche Lésung

b)

Da der Graph, der den oberen Teil des Mundes bildet, an der Stelle x =0
ein Minimum aufweist ( Puwin (0 | 2)), ist zu Uberprifen, ob die obere Seite
des Rechtecks unterhalb davon liegt.

Also obf(%}<2 ist.
a, 3 Y

Die Berechnung erfolgte mit dem Taschenrechner.
Das Ergebnis bestatigt, dass die obere Seite des Rechtecks unterhalb des
Minimums von f(x) liegt.

Nun kann die Flache des Rechtecks mit dem Taschenrechner berechnet
werden:

1 5 1 3
A Rechteck = A(al) =- 7776 a; — 108 a; +4a;

6
A Rechteck — A(al) = A(E /129 —l5j ~ 23,095

Das Rechteck maximaler GroRe hat eine Flache von etwa 23,095 m?.
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Al |Ausfuhrliche Lésung
c) | Die gesamte Flache des Mundes ist die Flache zwischen den
Funktionsgraphen von f(x) und g(x). Diese ist Uber die Integration zu finden.
Dazu mussen aber zuerst die Integrationsgrenzen bestimmt werden.
f(x)-g(x)=0< IS I P (P
486 54 18
PR P Ve S IV S S, DR SV SN St B | -(—486)
486 54 54 486 27
< x* +18x? —1944 = 0 Substitution: z = x*
& 27°+182-1944=0=p=18;q=-1944
2
=D= (%j —q=81+1944 = 2025 = /D = /2025 =45
= — = = 2 = i
7 = NS 9+45=36=x"= Xai2 _6“ (Integratlonsgrenzen)
2 z, =-9-45=-54 <0 = keine Losung fur x
. 1 1
Mit f(x)—g(x) = ———=x* ——x? +4
(x)=9(x) 486 27
gilt fir die Flache zwischen den Graphen:
K (A 1
_ _ _ _ _ Q) Milml /4 A
Apung = A= Jl[f(x) g(x) Jdx __'[-,( T8s X +4j dx
6
LS ARSI
5.486 3-27 -6
_ 776,216 ,, (7776 216 ,,
2430 81 2430 81
2 88552 —4—32+ 48 = >44 ~ 36,267
2430 81 15
Fir den Mund ‘wird an der Hauswand eine Flache von insgesamt 36,267 m?
bendtigt.
Al |Ausfuhrliche Lésung

d)

Die schraffierte Flache ist die Differenz aus der gesamten Flache und der
des Rechtecks.

544 6 Y
Aschraﬁiert =A Mund ~ A Rechteck — E - A(g 129 _15j ~ 13,172

Die Kosten fiir die Beschichtung von 1m? betragen 120 €.
Gesamtkosten =120 €- A =1580,65 €

schraffiert

Bemerkung:

Um Rundungsfehler mdglichst zu vermeiden, sollte man bei Berechnungen
mit dem Taschenrechner Zwischenwerte speichern.

Gesamtkosten =120 €-13,172 =1580,64 €

Erstellt von R. Brinkmann p7_diff_int_02_e.doc 07.08.2008 21:13 Seite 5von 9




R. Brinkmann http://brinkmann-du.de Seite 6 22.03.2009

Al |Bemerkung zu Rundungsfehlern

Um Rundungsfehler mdglichst zu vermeiden, sollte man bei Berechnungen mit
dem Taschenrechner Zwischenwerte speichern. In vielen Fallen reicht aber fur
die Berechnung eine Genauigkeit von 3 Stellen hinter dem Komma.

Im folgenden soll die Rechnung mit einer Genauigkeit von 3 Stellen hinter dem
Komma durchgefihrt werden.

a, ~7,757

A pecntock ~ —7176 (7,757’ —ﬁ-(7,757)3 +4.7,757 ~ 23,095

A yung ~ 36,267

Aschraf‘fiert =A Mund — A Rechteck ~ 36,267 -23,095~ 13,172
Gesamtkosten ~ 120 €-13,172 =~ 1580,64 €
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A2 | Ausfihrliche Lésung

f(x)= %x“ -x3 +%x2 Tangente an f(x) in P(2]f(2))

f(2) =3 = t(x) beriihrt den Graphen von f(x) im Punkt P(2]3)
Tangentengleichung: t(x) =f'(Xq ) (X —Xq)+f(Xo) mit xy =2

f'(x):%xs—sz+%x:>f'(x0):f'(2):1

und mit f(x,) =f(2) =3 gilt: t(x) =1-(x—2)+3 also |t(x) = x+1

Schnittpunkte, bzw. Bertihrungspunkte der Tangente mit dem Graphen von f(x):

t(x)-f(x)= x+1—(1x4—x3 +gx2j SRR Y o N, |
8 4 8 4

t(x)—f(x):Oc—%x4+x3—%x2+x+1:0

Da die Tangente den Graphen von f(x)«m Runkt P(2 | 3). zu.berithren scheint,
kénnten x,,, = 2 Losungen sein.

HORNER
1 1 39 1 1
8 4
X =2 1 6 8401
4 4 4. 4
1 3 3 2 1 1 1
8 1 2 2 0 :>—§X2+EX+Z=02X3/4=2i\/6
4 4. 4
1 2 W
8 4.4

Da die Tangente den Graphenvon f(x) im Punkt P(2|3) berihrt

(doppelte Nullstelle),
kann die gesuchte Flache mit folgendem Integral berechnet werden:

2+/6 2+/6 14 3 9,
A= - = a vy
J' [t(x) f(x)]dx _[ { X" +X 4x +x+1}dx
26 26
1 1 2+/6
:{——x5+—x4— x3 + x2+x} ~ 2,939
40 4 4 2 PN

Die gesuchte Flache ist 2,939 FE
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A3 |Ausfluhrliche Lésung
a)|f,(x)=a-x*-e>*

Ansatz fiir Nullstellen: f, (x) =0 < a-x*-e*>® =0
Zu untersuchen ist,
fur welche x — Werte die Faktoren des Produktes Null werden.
ae R\ {0} ist ein gewahlter Faktor, der nie Null werden kann.
x? =0 < x,, = 0 ist eine doppelte Nullstelle.
Untersuchung von e32 ; g372% — g7(2x-3)
e (>3 entsteht aus e 2* durch Verschiebung auf der x — Achse
um 3EH nach rechts.
Da e ?* keine Nullstelle besitzt, hat auch e >2) keine Nulistelle.
Damit ist x;,, = 0 die einzige Nullstelle, da sie doppelt'vorkommt,
beriihrt der Graph von f(x) die x— Achse andieser Stelle.
(waagerechte Tangente)

A3 |Ausfuhrliche Lésung

b)

f,(x)=a-x?-e>* Uberpriifung auf waagerechte Tangenten.
Bedingung fur waagerechte Tangenten: f', (x) =0
Ableitung tber Produktregel: f', =u"v +u-v'

S s u'=a x v =-2e%

u=a-x’;v=e
= f',(x) = 2ax- ¥ + ax? -(—2e3‘2")
= 2ax-e*> ® —2ax?.e¥?* = 2axe® (x—xz)
f'o(x)=0 < 2a-e3‘2X(x—x2) -0

& X(1-X)=0=x=0;x, =1

e372* kann nicht null werden (siehe Aufgabenteil a)

Punkte mit waagerechten Tangenten:

fo(%,) =F,(0)=a0*-e®*=0=P,(0]0)

(%) =f,()=a P e*?=a-e=P,(1llae)
Alle Punkte P, liegen im Koordinatenursprung,

sind unabhangig vom Parameter a.
Alle Punkte P,, liegen auf einer Parallelen zury — Achse: x =1
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A3 | Ausflhrliche Losung

f,(x)=a-x*-e>* xeR;aecR\{0} |f(x)=a-x*-e** xeR

- fUrae{—Z;—l;l;Z}
™
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