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Losungen Differenzial- und Integralrechnung zur Vorbereitung einer Klassenarbeit |

Ergebnisse:
E1l |Ergebnis
Der Flacheninhalt des gekennzeichneten Dreiecks betragt A = 13—2 ~ 8,606 FE
+e =
E2 |Ergebnisse
Die Achsenschnittpunkte: P,(01-3) P,(In(4)~139]0)
Der Tiefpunkt (relatives Minimum): Puin (IN(2) ~ 0,69 -4)
Der Wendepunkt: Py (0]-3)
9| 9
Die gekennzeichnete Flache betragt: A= ‘—E‘ A5 FE=4,5FE
E3 |Ergebnisse
a) | Siehe ausfuhrliche Losungen.
b) | Relatives Minimum: Pui(In(2) = 0,693 |12 ~1414)
c) | Die unter a) gekennzeichnete Flache: | A = 1'FE
E4 |Ergebnisse
a) /
3 3
und
Fensterflache A_h.bo8. |16, 6,158 m?
3 V3
b)
Restliche Giebelflache: Apes = 32_8 16 _ 4 508 m?
3 3V3
E5 |Ergebnisse
a) Schnittpunkt/mit der y- Achse: P, (O le? +1~ 8,389)
b) | Gleichung der Geraden g(x): 1
Asymptote von f(x). 9(x) = 25 1
c 7 1
) Tiefpunkt (rel. Min.): Puin (2 +In(4) ~ 3,386 Z+Zln(4) ~ 2,097)
d)| . . y , 1
Die gekennzeichnete Flache: A=e 2 ~ 7,139
€) Anderung des Flachenwerts auf: A= b@l} [ez — ez’b} =e? ~ 7,389
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E6 |Ergebnisse
1
3) Die Wachstumsfunktion: N(t) = 5000 eE"”(ZO)'t
b) , 48-In(2)
Verdoppelungszeit: t= W ~11106
C) 5
Mittelwert: W = 3000 20% —1|~146569,767
In(20)
d) | Siehe ausfuhrliche Lésungen
E7 |Ergebnisse
a) | Siehe ausfuhrliche Losungen.
b)| . . . a
) Die Funktionsgleichung: f(x)&1+ by .V
c) | Starkste Abnahme der Dosierung: Nach 8/Stunden (Wendestelle)
d) | Verabreichte Menge: Ca. 67 mg (Milligramm)
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Ausfuhrliche Losungen:
Al |Ausfuhrliche Lésung
1
f(x)=(2-x)e?"
1. Berechnung der Achsenschnittpunkte
Schnittpunkt mit der y — Achse:
1
~.0
0
f(0)=(2-0)e2 =2e°=2=P,(0]2)
Schnittpunkt mit der x — Achse:
1
f(x) =0 (2-x)e2 =0 (2-X)=0 X, =2
1
Der Faktor €2 wird nicht Null, also Pq(2]0)
Al |Ausfuhrliche Lésung
2. Gerade durch die Achsenschnittpunkte R, (0 2) und Py, (2]0)
Yo=Yy, _0-2
X)=a,X+a, a,= = =-1=0(X)=—-Xx+2a
g(x)=ax+a, a X, —x, 2-0 9(x) 0
Punktprobe: P, (0]2) g(0) =2'<~0+a8;=2=d; =2
= g(x)=—x+2
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Al |Ausfihrliche Lésung
3. Wendepunkt
1
f(x)=(2—x)e2x:u(x)-v(x):>f'(x):u'v+uv'
1 1 I
u=(2-x);u'=-1;v=e? v':Ee2
1 1 1 =X 1 1x
£1(x) = 1.2 +(2-x) Le2 =[—1+—(2— )}ez - Lxe?
L
f'(x)=-=x-e2 =u(x)-v(x)=f"(x)=u'v+uv'
1 1
u:—lx U=->;v=e? v'=leEX
2 2
1 1 1
f (X):_ieix_l i 2 2—1(14‘1)()62
2 2 2 2 2
f( ):—£(1+lie2X=u(x) v(x)=fi(x)=u'v+uv’
1 1
u:——(1+1xj;u = — v:eEX v _ Ll
2
1 1
f (x):—1 2 —1(1+1x)1e2 =——(1+—x)e2
4 2 2
1
f"(x):0<:>—£(1+lie2X:O<:>1+1x:0<:>xwz—2
2 2 2
1
1 1 >(=2) 1
(%) =1 =S 15 (D) e T 20
= X,, = —2'ist Wendestelle
1
-(-2) 4 4
Yu =F(xy) =f(2) =(2-(-2))e? 4e 1_E
:>W(—2|£j
e
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Al |Ausfihrliche Lésung

4. Die Wendetangente

)= F=-txe w21
((x) = £ (% ) (X = Xy )+ F () Mt x,, = ~2 wird
()= (2) S22 -2

() = 1(-2) = (2~ (-2 -2
:>t(x)=g(x+2)+—:—x+g

Al |Ausfuhrliche Lésung

5. Schnittpunkte der Wendetangente mit der x = Achse und g(x) = -x+2

t(x)=0< 1x +E =0 < x = -6 Nullstelle der Wendetangente
e e
t(x)=g(x)<:>lx+§:—x+2<:> X = Gt
e e l+e
Yo =0(Xs) =— 266 +2= 2 Wi +2 = 8 Ist die Hohe des Dreiecks
l+e 1+e l+e
Al |Ausfluhrliche Loésung
6. Berechnung der Dreiecksflache
Hohe des Dreiecks:h =y, = \ Gl
l+e f
‘h 9 :
Flache: A = 9 9(xX) g
mit g als Abstand von t(X)
X=-6bisx=2=9=8
8
A= 1+e — 4. 8 «
2 l+e
_32 ~ 8,606 FE
l+e —

Erstellt von R. Brinkmann p7_diff_int_vb_ka_01_e.doc 09.08.2008 20:21 5von 21




R. Brinkmann http://brinkmann-du.de Seite 6 17.03.2009
A2 | Ausfluhrliche Lésung
1. Achsenschnittpunkte
f(x)= e —4.e
Schnittpunkt mit der y — Achse:
ys=f(0)=e’-4-¢=1-4=-3=P, (0]-3)
Schnittpunkt mit der x — Achse :
f(x)=0 < e* -4.e* =0 (Exponentialgleichung)
Losungsansatz durch logarithmieren
eX_4.e*=0|+4-&
< e =4-¢"|In( ) beide Seiten logarithmieren
= In(ezx) = In(4-ex)
o 2X- In( )=In(4)+xIn(e)
< 2x=In(4)+x|-x
< x=In(4)~139 = Nullstelle: P, (In(4)|0) bzw. P,(1,39]0)
A2 | Ausfluhrliche Lésung
2. Der Tiefpunkt
f(x)=e**—4.e*;f'(x)=2e** = 4e"); t!(x) = 4e** - 4e*
f'(x)=0< 2e** -4e¥=0
28" =4.¢|:2
o e?*=2.e|In()
= In(ez'x) = In(2-ex)
< 2x-In(e) =In(2)+x-In(e)
< 2x=In(2)+x=> X, =In(2) ist Stelle mit waagerechter Tangente
fr(xe)=f"(In(2))= 4 .e3(2) _4.¢M() — 4-(e'”(2)) —4-e"? mit e"? = 2 wird
f'(In(2))=4-2%-4-2=8>0= rel Min fur x, =In(2)
Yo = f(In(2)) =" —4.¢"?) = (e'“(z))2 —4.e"¥ =22 _4.2-4
= Pyin (IN(2)| -4) bzw Py, (0,69 | -4)
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A2

Ausfiuhrliche Lésung

3. Der Wendepunkt
f*(x)=0und f"(x)=0

F(x)=e** —4.¢"

=f'(x)=2-e*-4.e";f"(x)=4-e** -4.e";f"(x)=8-6" ~4.&"

f'(x)=0<4-e**-4.* =0
o 4.e2*X=4.€"|:4

o e’ =e* = x, =0 denn 2x = x geht nur firx =0

f"(x,)=f"(0)=8-e°-4.e° =8-1-4.1=4 # 0 = x,, = 0'ist Wendestelle

f(xy)=(0)=€-4-e°=1-4.1=-3= P, (0] <3)

A2

Ausfiuhrliche Lésung

4. Flache
In(4) In(4) In(4). In(4)
j f(x)dx = J' (ez'X —4-ex)dx = j e?X dx <4 J' e* dx
0 0 0 0
Teilintegral I6sen durch Substitutionsyerfahren

Iez'x dx Substitution: u(x) =X = % =2 = dx = % du
X

EJ'e“ du :Ee” = jez'x dx :lez'x und mit jex dx = e*
2 2 2

0 0
:[E.16_4.4}_[E.1_4.1}:_9
2 2

A=l-d_Spe_a5re
2| 2

N

In(4) In(4)
J' f(X) dx = {%ez-x _4ex:| _ |:%e2~ln(4) _ 4eln(4):| _|:%e0 _4e0:|
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A2

Ausfiuhrliche Lésung

> N W

A3

Ausfihrliche L6sung

a)

_EX 1 EX
Wertetabelle fur f(x):e 2 +E-e2

x | 4] -3]-2|-1]07 10]2|.8 |4 | 5

f(x)|7.46 | 45929195 |15 |1,43 |1732,463.83 6,17

\ i
\ | /

N, ~

N

N
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A3

Ausfiuhrliche Lésung

b) | Berechnung des relativen Minimums.

_} } —EX 1 EX
f(x)=e 2 +=-e2 =f'(x)=-Ze 2 +Ze2
1 1 1
f'(x):0<:>—£e 2 +1e2X=O|+1e 2
2 2
}X 1 —EX
o -e?2 =—e? |4
2
1 1 1
— _7X —

set=2|hn()

Tiefpunkt: T (In(2) [v2)
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A3 |Ausfluhrliche Lésung

c) | Flachenberechnung:
o1 N
f(x)=e 2 +E-e2

) o 5 i)
= -2 '[ e'du=2 _[ e'du=2 [“}Hn(z):Ze—e?

*5'”( )
In(2) 1
I i .[ (ez de U(X)_EX %:ljdx 2du
29 dx
u(0)=0 (u(In(2))==M(2)
Lin2) Lin(2)
2 1 1
=32 [ ()] ()di= [ e e
0 0
. 1 11
111 26026 20 g2 A0 L1 p.072 402

2\/_f 2 2
fflf f‘l‘ﬁw

Die gekennzeichnete Flache betragt 1 FE
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A4 | Ausfihrliche Lésung

Mathematisierung des Problems

Allgemein:
S(OlH)

S(014)

SpeziellfurB=4m,H=4m

I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
b
2
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A4

Ausfiuhrliche Lésung

a)| Ansatz: f(x) = a,x? + 4 Scheitelpunktform wegen S(0| 4)
P(2]0)=f(2)=0<a,-2°+4=0|-4

< 4da, =-4|:4

<a,=-1
Parabelgleichung: f(x) = —x* + 4

2
Rechteckflache: A =b-h mith = f(gj = —(%) +4=——+4

2
:A(b):b.(—%wj —%b3+4b

Das Maximum von A (b) ist zu finden (Extremwert)
A(b) = —%bS +4b= A'(b) = —%bz +4= A"(b) = —gb
Notwendige Bedingung fur Extremwert:

A'(b)=0<:>—§b2+4:0|:—4
4

o -Sp? =—4|:(—§j

4 4

@b2=16|f

16
w2

Nur b, ist zu verwerten, da es keine negativen Langen gibt.
Uberprifung auf Extremstelle:

A"(b,) =A™ 1002 85 0= rel. Max. bei b, = 16
3 ) 20\3 3

Fensterbreite: b =

Fensterh6he:

Fensterflache: A =h-b = g ‘/% ~ 6,158 m?
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A4 | Ausfihrliche Lésung

b) | Restflache: Flache unter der Parabel minus Fensterflache.

Flache unter der Parabel:

1o o ajoc-[ 2]

-2 -2
1 2 1 3
=—=-2°44.2—|—=-(-2) +4-(-3
3 -2 a3
__8,5-8,8-16-18_32 106m?
3 3 3

Restflache: 32_8 |16 ~ 4,508 m?
3 3V3 —

A5

Ausfuhrliche Lésung

3) f(x)=e* +1x+1
4

Bedingungfur den Schnitt mit der y — Achse:
ys =(0)  ys=e*° +%-0+1= e’ +1~ 8,389

=P, (0]€? +1) bzw. P, (0]8,389)
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A5

Ausflhrliche Lésung

b)

1
f(x)=e**+=x+1
(x) e +4x+

g(x) ist die Asymptote von f(x) das bedeutet, der Graph von f(x)

strebt fir groRe x — Werte gegen g(x).

e2* = e "2 girebt fiir grol3e x — Werte gegen Null, so dass

f(x) fur grofRe x — Werte nur noch durch den Teilterm %x+1 bestimmt wird.

Die Funktionsgleichung der Asymptote ist somit g(x) = %x +1

A5

Ausfuhrliche Lésung

c)

f(x)=e*" +%x+1: f(x)=-e"* +%:> fr(x)=e"*
f'(x)=0<:>—e2‘x+1:0|+e2‘x
PRENRS |In
4

1 — 2-X%
= In[zj = |n(e )
= |n(1)-|n(4) —ouly
St —In(4) =2-X
< x =2+In(4)=Extremwert bei x, = 2+In(4) ~ 3,386
f"(xe) = f"(2 + In(4)) + e2_(2+ln(4)) — e2—2—In(4)

_ e—ln(4)

- e'"(“) = % >0 = rel. Min bei x, = 2+In(4) ~ 3,386
f(x,) =f(2+In(4)) 2 )1 2 (241n(4)) +1

:1+1+1|n(4)+1=1+lln(4)z2,097
4 2 4 4 4

Tiefpunkt: T (2 +In(4)] %+ %In (4)] ~(3,386]2,097)
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A5 | Ausfihrliche Lésung
d) | Die gekennzeichnete Flache liegt zwischen den Graphen von
f(x) und g(x) im Intervall [0; X, ]
XE‘
A= !; [f(x)—g(x)] dx mit f(x) = e*™ +%x+1 und g(x) = %x+1wird
f(x)-g(x) =e*™ und damit
X du
A= j e®™* dx Substitution: u=2-x = ol ~1e dx =—-du 4xg =2+In(4)
X
0
untere Grenze: u(0) =2 obere Grenze : u(x¢)=2-(2+In(4))=~In(4)
-In(4) 2 ) 1
A=- '[ e' du= I e" du=[e“} —e2re® Ze2 257139
~In(4) 4
2 -In(4)
A5 | Ausfuhrliche Lésung

e)

Die gekennzeichnete Flache liegt zwischen den Graphen von
f(x) und g(x) im Intervall {0 ; »]

A =

(

A =

[£(x)—g(x)] dx mit fi(x) = &7 +%x +2'und g(x) :%x+1wird

o—8

—
x

)-g(x) = €** undidamit
b
e? X dx ist ein uneigentliches Integral = A = t!im Iez‘x dx
—w
0

o—8

Substitution:iu=2-Xx = % =-1l< dx=-du
X

untere Grenze:u(0) = 2. obere Grenze : u(b)=2-b

2-b 2

- - - 2 - —

A= lim —j e'dul=Ilim [ e"du= lim [e“} = lim [ez—e2 b}
b—w > b—w 2Th b—w 2-b b—w

- e? ~ 7,389

Denn lim e2™® = lim e ®2 =0
b—w b—w
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A6 | Ausfluhrliche Lésung
3) | Ansatz fur die Wachstumsfunktion: N(t) = N, - €< mit N, = 5000
Nach 48 Stunden gilt: N,g = N, -e*®* mit N,z = 100000
Der Wachstumsfaktor k soll bestimmt werden.
Nag =No -&* |1 Ng
o Nag _ gask |In
NO
Nyg 48k .
& In| 48 =|n(e )=48k|.48
N0
= i~In Nag | _ k mit Zahlen wird k = i-In(loooooJ = ioln(20)
48 | N, 48 ~\ 5000 /. 48
Der Wachstumsfaktor: k = 1 In(20) ~ 0,0624
48
o _ - In(20)t
Damit wird die Wachstumsfunktion'zu: N(t) =5000:e*8
A6 | Ausfuhrliche Lésung

b)

Verdoppelung der Anzahl der Bakterien
1

—In(20)-t
Ansatz: 2-N, =N, -e48 |: Ng
L n(20)
& 2=e48 [dn
Ain20)t | 1 1
In(2) =1 Vo =—In(20)-t|: —In(20
=1n(2) [ ] -10(20)-t]:2In(20)
@ﬁi=t®t=wzll106
25n(20) In(20)

Jeweils alle«11,106 Stunden verdoppelt sich die Anzahl der Bakterien.
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A6 | Ausfluhrliche Lésung

c) | Mittelwert Giber die ersten 80 Stunden
80 80 80
m=- [N(t) dtzijNo-e"" dtzﬁje"'t dt
80 3 80 ; 80
oL du 1
Substitution: u(t) =k-t= e k= dt= Edu
untere Grenze: u(0)=k-0=0 obere Grenze: u(80) = 80k

N, [ 15 N 8ok N
mzé(i !; el du]zﬁ[e“}o :8—Ook(e8°k—1)

mit N, = 5000 und k :4—18In(20) wird

80 >
m = Jﬂ[e%m(zo) 1] = ;ﬂ£e3ln(zo) —1]
= In(20 5n(20
48 (20) 3 2%
5 5
ﬂ[zos _1J _ 3000 [zos -1] ~146569/767

" 5.In(20) ~In(20)

Im Mittel gibt es in den ersten 80 Stunden 146570 'Bakterien
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A6

Ausfiuhrliche Lésung

d)

N(x) =N gk m(x) =m ist konstant (siehe Aufgabenteil c)
Wir bilden das Integral,

welches die Flache zwischen den beiden Graphen darstellt.
80 80 80 80
[(N(x)-m)dx= [ (No ek —m) dx =No [ €* dx—m | dx

0 0 0 0

80
Teilintegral I: I ek dx Losung durch Substitution u(x)=k-x
0

%:k:dx:ldu
dx k

untere Grenze: u(0)=0 obere Grenze: u(80) = 80k

80 . 180|( 1 80k 1
-([ekXdX:E £ el du:E[e”]o :E(eso"—l)
80

Teilintegral II: Idx = [X]80
0

0 =80
N SIOe"'X dx—mgjodx :&(e80k —1)—80m
0 K
0 0

Werte einsetzen:

5
N, =5000;k = 4—18|n(20) 'm = adsll [203 _1J

In(20)
1 5
&(GSOk _1) L80m= 15000 [e80-48In(20) _1] _ 80-3000 [203 _1]
k Y20 In(20)
48
5 5
_ 240000( , 3 | 240000(, 5 .|_,

In(20) In(20)

Die Funktion m(x) = 'm bildet den Mittelwert der Wachstumsfunktion N(x).
Der Teil der Flache (Flache 1), der unterhalb von m(x) liegt, muss genauso
grol3 sein wie der Teil der Flache (Flache Il), der oberhalb von m(x) liegt.
Das folgt aus.dem Mittelwert. Da nun N(x) im Bereich von Flache | unterhalb
von m(Xx) liegt, ist dort der Wert des Integrals negativ.

Da N(x) im Bereich von Flache 1l oberhalb von m(x) liegt, ist dort der Wert
des Integrals positiv. Bei Flachengleichheit muss demzufolge der Wert des
Integrals Uber den gesamten Bereich, der gemittelt wurde, gleich Null sein.
Obige Rechnung zeigt, das dies der Fall ist.
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A7 |Ausfuhrliche Lésung
a) | Verlaufsbeschreibung:
Die Dosierung beginnt mit einem Anfangswert von 1 mg/h. Dann steigt sie
monoton an, um nach 4 Stunden den Maximalwert von 5 mg/h zu erreichen.
Danach fallt sie, zuerst starker, dann weniger stark, monoton ab.
A7 | Ausfluhrliche Lésung

b)

Ansatz: f(x)=ny +a-x-e*>

Anfangsdosierung: ny =1mg/h = f(x)=1+a-x-e*

Maximale Dosierung nach x = 4 Stunden bedeutet:
f(x) hat bei x = 4 eine waagerechte Tangente; also f'(4)=0

f'(x)=u"v+u-v' mitu=a-x und v =e** sowieu' =a und v' =k-e**
f'(x)=a-e*+a-x-e* =a-e**(1+k-x)
f'(4)=0<a-e™(1+4-k)=0

<:>1+4-k:0<:>k:—%

1
o f(x)=1+a-x-e 4

Extremwert nach x =4 Stunden:f(4)=5

1,
f(4)=5<1+4a.e 4 =5

ol1+44a-et=5aze

1
Funktionsgleichung der Dosierung: f(x)=1+e-x-e 2
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A7 |Ausfuhrliche Lésung
c) | Die Anderungsrate der Dosierung wird durch die erste Ableitung
beschrieben. Thr Maximum ist an der Wendestelle.
1
f(x)=1+e-x-e 2
Erste Ableitung:
1
=X
f'(x)=u'v+uv' mitu=e-xundv=e *
. 1 —ix
sowieu'=eundv'= —Ze 4
1 1 1
_7X —_ —_
f'(x)=e-e 4 ——x-e 4 =e-e* (1— x}
Zweite Ableitung:
1
. X 1
f'(x)=u'v+uv' mitu=e-e 4 und v:l—zx
1
. 1 -—
sowieu'=-—e-e i und v¢ =—1
4 4
1 1 1
—_ _7X —_
fu(x) — _Ee.e 4X .(1_lx)_£e.e 4 :_le.e 4X (2_1)()

4 4 4 4 4
f'(x)=0< 2—%x =0 = x,, = 8 Bedingung fur Wendestelle
Dritte Ableitung:

. 1 x 1
f"(x)=u'v4+uy' mitu :—Ze~e 4 undv = Z_ZX
. 1 1
sowieu's—e-e4undv'=-=—
16 4
1 1 1
f"(x)=u' :ie~e 2 ~(2—1x)+ie-e 2 :ie~e 2 -(3—1x)
16 4 16 16 4
1 2 1 1
f"(x,)=f"(8)=—e-e“-(3—=8)=—e =0
(%w) (8) 16 ( 4 ) 16
= X,, =8 ist Wendestelle von f(x)
Die Abnahme der Dosierung ist nach x = 8 Stunden am starksten.
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A7

Ausfiuhrliche Lésung

d)

Die Menge des verabreichten Medikamentes entspricht der Flache
zwischen dem Graphen und der x — Achse, denn mg/h-h =mg.
Dabei wird eine Infusionszeit von 24 Stunden zugrunde gelegt.

1 24 24 1
f(x)=1+e-x-e 4+ =Menge=M= J'f(x)dx: J-(l-FE‘X'e 4 ]dx
0 0

24 24 1
Aufteilung des Integrals in | = jldx und in Il = _fx-e 2" dx
0 0

so dass gilt: M=1+e-ll

24 ”
= [1dx =[x];’ =24
0

24 1
= I x-e 4 dx LAsung durch partielle integration mit ju-v'dx ~ u-v—ju'-vdx
0
1

u(x)=x;v'(x)= e_zx;u'(x) =1;v(x) = J'e_zx dx

Zwischenrechnung:

du 1

—=——=dx=-4du
dx

Je_zx dx Losung durch Substitttion, (X),< —%x =N

1
-=X
4 =\

_[e‘l‘x dx = —4J e' da& —4e" = “4e

—EX —EX —EX _EX _EX
jx-e 4" dx = x+(=de 4 )—jl-(—4e 4 )dx = —4x-e 4 +4je 4" dx
1 1L 1
=X =X -=X
=-4x-e * =16e 4 =-+4e 4 (x+4)

24 1 1 24
== [x-e 4de:{—4e 4X(x+4)} = —4e®(24+4)—[-4-4]=-112¢° +16
0 0
:>M=I+e-|l=24+e(—112e‘6+16):24—112e‘5+16ez66,738

In 24 Stunden wird eine Medikamentenmenge von ca. 67 mg verabreicht.
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