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Integration von Produkten, partielle Integration

Soll das Produkt zweier Funktionen integriert werden, so versagen in den meisten
Fallen die bisher bekannten Methoden der Integration.

f(x)=x:In (xz) = F(x)= _[f(x) dx :I(x-ln (xz)) dx =7
Substitution: u(x) = x> =u

bilde u'(x):%=2x:>dx:idu
dx 2X
jf( ) dx = J'x In (u :—jln u In (u)- u+C}:%u-ln(u)—%u+C

Zuriicksubstitution: 1u ‘In (u) —iu +C= ix2 In (xz)—lx2 +C
2 2 2 2

also: I(x)dx = I(x-ln (xz))dx :%x2 JIn (xz)—%x2 +C

Dieses Integral lie3 sich mit der Methode der Substitution I6sen, da durch die
Substitution der Faktor x herausfallt. Das ist normalerweise nicht der Fall.

f(x)=x:In(x If dx=j(x-|n(x))dx:?

Dieses Integral Iasst sich nicht durch Substitution I6sen.
Wir entwickeln aus der Produktregel fur die Differentialrechnung einen Ansatz.

f(x)=u(x)-v(x)=f'(x)=u0'(x)-V(x)+u(x) V' (x)
Unter Vernachlassigung.der Konstanten C
gilt nach dem Hauptsatz der Differential.und Integralrechnung:

[£1(x) dx = F(x) =u(x)- v(x)

mit f' ( )= u'(x)-v(x)+u(x)~v'(x) muss demzufolge auch gelten

ju'(x)-v(x) dx+ju(x)-v'(x) dx =u(x)-v(x)

umgestellt nachJ' : ( )dx ergibt:
J.u(x)- "(x) dx =u( J.u
umgestellt nach J'u - ( ) dx erglbt.

Iu x) dx = u(X)" v(x)—ju(x)-v'(x) dx
Mit Hilfe dleser Umformungen wird das Integral Giber ein Produkt zweier Faktoren

zwar nicht geldst, jedoch bei geschickter Wahl von u und v’ bzw. von u’ und v
l&sst sich der Ausdruck so umformen, dass sich die Integrale 16sen lassen.
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Die Vorgehensweise soll nun an einigen Beispielen gezeigt werden.

Jx

u

de u-v-— J'u v dx

I C{><

x <

=u'=1
v'=e* :>v=jexdx:e"

Ix-ex dx:x-ex—jl-ex dx=x-e*-e*+C=(x-1)e*+C

jx-e"'X dx:u-v—ju'-v dx
e
~

u=x=u'=1

vi=eX s v= Je"'x dx Loésung durch Substitution

V= J'ek'x dx
Substitutionu=k -x = % =k = dx _1 —du
dx kK
= 1J'e“ du = leu
k k
Riicksubstitution: v = Iek'x dx = %e"'x

.[x-e"'X dx =u-v—ju'vdx L. Ligkx —jl-le"'x dx = X ek —i_[e"'x dx
K K Ko kST

J‘ig-wdx=u-v—ju'-vdx
u=x=u'=1
v'=In(x) = v =x-In(x)=x
Ix In(x) dx = x-(x-In(x) - J'l x-In(x)—x) dx
<:>_[x-|n )dx:xz-ln(x) X —Ix In(x dx+jxdx|+jx-|n(x)dx

<:>2-'[x-ln(x)dx:x2-ln(x) x? +2x |:2

1, 1, 1

<:>.|.x-ln(x)dx=%x2-ln( J-=xP+=xP = %2 In(x)—%x2+c (x>0)

2 4 2
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Ixz-ezx dx:u-v—ju'v dx u=x’>=u'=2x v':eZX:v:jeZX dx
&~ &—
u v'

jezx dx Substitution: u = 2x = % —2=dx= %du
X

1 1 L 1
= —je“ du==e" Rucksubstitution: _[ezx dx = —e?*
2 2 2

1 1 1 1 .
x-gﬁdx:u-v—ju vdx u=x=u'=1 v :eZX:v:EeZX (siehe oben)
u v

jx-ezx dx = x-iezx —Il-iezx dx = lx.ezx _ljeZX dx = EX.QZX _ieZX
2 2 4

2 2 2
EEZX
>
J‘XZ e2x dx X2 er J‘X_GZX dx= _X2 er_(lx e2x_:|-62x)
2 1777 ) 2
1 2X 1 2X
X-e ™" ——e
2 3
:lx2 e —=x e2X+1e2X=1(2x2—2x+1)e2X+C
2 4

Dieses Beispiel zeigt, dass beim integrieren oftmals mehrere Verfahren
nacheinander anzuwenden sind. Da ‘die Zwischenergebnisse bei der partiellen
Integration oft schon bekannte Integrale'sind, die durch Substitution gefunden
wurden, sollte man sich diese in Form einer Integraltabelle merken.

Es gibt noch weitere Verfahren und Techniken des Integrierens, auf die hier an
dieser Stelle nicht eingegangen werden soll.

Zu nennen sind daz.B. die Integration gebrochen rationaler Funktionen mit dem
Verfahren der Partialbruchzerlegung.
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