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Losungen Differenzial- und Integralrechnung zur Vorbereitung einer Klassenarbeit IlI

Ergebnisse

E1l |[Ergebnisse

Zu Beginn der Aufzeichnungen (1900) betrug die Fordermenge 6000 Tonnen/Jahr.

b)

Im Jahr 1996 wurde die Forderung eingestellt.

Im Jahr 1971 war die jahrliche Fordermenge mit 26743 t/a maximal.

Im Jahr 1946 war der Fordermengenzuwachs am grofiten.

In den 96 Jahren wurden insgesamt 1.628.333 t Bodenschatze abgebaut.

Durchschnittlich wurden jahrlich 16.962 Tonnen Bodenschétze gefordert.

E2 |[Ergebnisse

a) | Verlaufsbeschreibung siehe ausfiihrliche Lésung.

b) LIy
Die Funktionsgleichung der Dosierung lautet: f(x)s1l+e-x-e *

c) [Die Abnahme der Dosierung ist nach x = 8 Stunden am starksten.

d) [In 24 Stunden wird eine Medikamentenmenge von ca. 67 mg verabreicht.

E3 |[Ergebnisse

a) |Das Gefriergut erwéarmt sich maximal bis auf 20 °C,

b) |Nach etwa 22,385 Minuten stellt sich eine Temperatur von 0 °C ein.

c) [Zu Beginn des Auftauvorgangs ist die Temperaturzunahme am gréi3ten.

d) |Die durchschnittliche Temperatur (30. — 90. min) betrégt etwa 11,437 °C.
E4 | Ergebnis

Der gesuchte Flacheninhalt betragt etwa 1,185 FE.

E5 |Ergebnisse

a)

Zeichnung siehe ausfiihrliche Losung.

b)

Hochpunkt: HP (1| 2e 1~ 0, 736)

c)

Wendepunkt: WP(2 |4e? ~ 0,541)

d)

Wendetangente: t(x)<-2: e?.x+8-e2~-0,271-x+1083

e)

Integral:

O 38

f(x)dx:j2x~e‘xdx=2
0

E6 |[Ergebnisse

a)

Funktionsgleichung: f(x)= %X‘1 —%XZ +8

b)

P, (018);P,y(v20[0): P, (—v2010); P5 (210) s Py (-210)

c)

Proax (018) Py (12 ~ 43,46 | -6,4) ; P, (21 0) ; P, (-2 0)

d)

Graph siehe ausfihrliche Lésung.

e)

2
j [ix“ 120, 8]dx _S12 20,48
Jl10 5 25
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Ausfuhrliche Losungen:

Al

Ausfiuhrliche Lésung

a)

16

Forderung zu Beginn der Aufzeichnungen:
1
—0
f(O) =(6—i-0je25 =6
16

Zu Beginn der Aufzeichnungen (1900) betrug die Férdermenge 6000
Tonnen/Jahr.

1, 1 1) Lo
f(x)=6e2® —Ex-e25 :(6——xje25

Al

Ausfuhrliche Lésung

b)

1
f(x) = (6—%xje25x Forderungsende wird/durch die Nullstelle bestimmt.

1
f(x)=0[6-Lx|em =0 6-Lx=0o%=96
16 16

Im Jahr 1996 wurde die Forderung eingestellt.

Al

Ausfiuhrliche Lésung

c)

1
f(x) = (6—%xje25 Maximale Forderung ist-der Hochpunkt.

f'(x)=u'v+uv’
1 1

mitu:6—ix:>u'=—i undv:egxzv':iegx
6 25
1 1 1
f'(x):_iemx+(6_ixj.iez5x:(A_ix)ezsx
16 16 25 400 400
f'(x)=0<:>£—ix:0<:>x:71
400 400

1 n
f(71)=| 6 -4 -71|e%:x 26,743
16

Im Jahr 1971 war die jahrliche Férdermenge maximal. Sie betrug etwa
26743 Tonnen pro Jahr.
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Al |Ausfihrliche Lésung
d) | Der Férdermengenzuwachs wird durch die Steigung des Graphen
beschrieben.
Der Wendepunkt gibt die maximale Steigung an.
1) oox 71 1 ) = 1 Ly
f(x)=|6--—=x|e?® =f'(x)=|-—=-—=x|e® =—(71-x)e®
16 400 400 400
1
f"(X)=——(u'v+uv'
(x) = gos(Uveuv)
1y 1 X
mitu=71-x=u'=-lundv=e? :>v':ge25
1 1 1
f"(x):i _1.e25 +(71_x).ie25 :L.eZS (46_X)
400 5 10000
f"(x)=0< 46-x=0< x=46
Im Jahr 1946 war der Férdermengenzuwachs am grol3ten.
Al | Ausfihrliche Losung

e)

1) o
f(x)=|6-——x |e?®
()=(6-35]
Die gesamte Fordermenge bis zur Fordereinstellung im Jahr 1996 wird durch
die Flache unter dem Graphen dargestellt.

96 9% 1.
M= If(x)dx = _[e25 ~(6—%xj dx |6sbar durch partielle Integration.
0 0

Iu'-vdx:u-v—ju-v'dx
—X —X —X
u'=e? :u='[e25 dx=25.e2

1 \ 1
V=0-——X=2V'=~—
16 16

If(x)dx:25-e25 6-——X —j25-e25 —— |dx
16 16
25, ) ix 25, —x
=1150-—x |e?® +—_|'e25 dx
16 16

1 1 1

—[150- 2 x |z 4 822 ¢25" Z 22 (121 _y).e75"
16 16 16

96 25 96
M= [ f(x)dx = E[(121—96)-e25 —(121—0)-e°}
0

25 %®
- E[ZS .e25 —121} ~1628,339

In den verzeichneten 96 Jahren wurden insgesamt 1.628.333 Tonnen
Bodenschéatze abgebaut.

3von 13




R. Brinkmann http://brinkmann-du.de Seite 4 17.03.2009

Al |Ausfihrliche Lésung

f)

Die durchschnittliche Férdermenge pro Jahr berechnet sich aus der
Gesamtforderung dividiert durch die Anzahl der Jahre.
m= 1628339 4o
96
Durchschnittlich wurden jéahrlich 16.962 Tonnen Bodenschatze gefdrdert.

A2 | Ausfihrliche Lésung

a)

Verlaufsbeschreibung:

Die Dosierung beginnt mit einem Anfangswert von 1 mg/h. Dann steigt sie
monoton an, um nach 4 Stunden den Maximalwert von 5 mg/h zu erreichen.
Danach féllt sie, zuerst starker, dann weniger stark, monoton ab.

A2 | Ausfuhrliche Lésung

b)

Ansatz: f(x)=n, +a-x- kX

Anfangsdosierung: ny =1mg/h = f(x)=1+a-x- e

Maximale Dosierung nach x = 4 Stunden bedeutet:
f(x) hat bei x = 4 eine waagerechte Tangente; alsof'(4) =0

f'(x)=u"v+u-v' mitu=asx undv =€ sowie'u'=a und v' =k-e**
f'(

fl

x)=a-e*+a-x-e“*'=a e (14k-x)

4)=0<a-e™(1+4-k)=0

<:>1+4-k:0<:>k:—%

1
<:>f(x)=1+a~x-e_zx

Extremwertnach'x = 4 Stunden: f(4) =5

21,
f(4)=5<1+4a-e 4 (=5

oil+d4a-ets5<a=¢e

1
Funktionsgleichung der Dosierung: f(x)=1+e-x-e 7
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A2

Ausfiuhrliche Lésung

c)

Die Anderungsrate der Dosierung wird durch die erste Ableitung

beschrieben. Ihr Maximum ist an der Wendestelle.
1

f(x):1+e-x-e_ZX

Erste Ableitung:
_1
f'(x)=u'v+uv' mitu=e-xundv=e *
. 1 -3x
sowieu'=e und v' :—Ze 4

Zweite Ableitung:

) —=X 1
f"(x):u'v+uv' mitu=e-e 4 undv:l—zx

1
. 1 -=X 1
sowieu'=—-—e-e4 undvi=-—
4 4

()= Le-e 1Lk e 6 S -ty
X)=—=e-e 4 -(1-=X)<te.e4 =——ee 4 -(2-=x
) 4 4 4 4 4

f'(x)=0< 2—%x =0 = x,, = 8 Bedingung fur Wendestelle

Dritte Ableitung:

1
f"(x)=u'v+uy’ mitu=—%e~e 4" undv=2—%x

1
sowie u':ie-e 4% und v':_l
16 4

1 1 1
f'"(x):u':ie.e 2" .(2_lx)+ie.e 4X=ie.e 4X.(3_lx)
16 4 16 16 4
1 2 1 1
f"(x,)=f"(8)=—e-e“-(3——8)=—e %0
(*u) (8) 16 ( 4 ) 16

= X,, =8 ist Wendestelle von f(x)
Die Abnahme der Dosierung ist nach x = 8 Stunden am starksten.
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A2

Ausfiuhrliche Lésung

d)

Die Menge des verabreichten Medikamentes entspricht der Flache
zwischen dem Graphen und der x — Achse, denn mg/h-h =mg.
Dabei wird eine Infusionszeit von 24 Stunden zugrunde gelegt.

1 24 24 1
f(x)=1+e-x-e + =Menge=M= J'f(x)dx: J-(l-FE‘X'e 4 ]dx
0 0

24 24 1
Aufteilung des Integrals in | = jldx und in Il = _fx-e 2" dx
0 0

so dass gilt: M=1+e-ll

24 ”
= [1dx =[x];’ =24
0

24 1
= I x-e 4 dx Ldsung durch partielle integration mit ju-v'dx ~ u-v—ju'-vdx
0
1

u(x)=x;v'(x)= e_zx;u'(x) =1;v(x) = J'e_zx dx

Zwischenrechnung:

du 1

— =——=dx=-4du
dx

Je_zx dx Losung durch Substitttion, (X),< —%x =N

1
-=X
4 =\

_[e‘l‘x dx = —4J e'da& —4e" = “4e

—EX —EX —EX _EX _EX
jx-e 4" dx = x+(=de 4 )—jl-(—4e 4)dx = -4x-e 4 +4je 4" dx
1 1L 1
=X =X -=X
=—4x-e 4 =16e 4 =-+4e 4 (x+4)

24 1 1 24
== [x-e 4de:{—4e 4X(x+4)} = —4e®(24+4)—[-4-4]=-112¢° +16
0 0
:>M=I+e-|l=24+e(—112e‘6+16):24—112e‘5+16ez66,738

In 24 Stunden wird eine Medikamentenmenge von ca. 67 mg verabreicht.
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A3 |Ausfluhrliche Lésung
a) I
f(x)=20-35-e 4
Die Endtemperatur stellt sich erst nach sehr langer Zeit ein.
1
T, = lim f(x) = lim [20—35-e 4°XJ =20
X—>00 X—>00 T
Das Gefriergut erwéarmt sich maximal bis auf 20 °C.
A3 |Ausfuhrliche Lésung
b) _1,
f(x)=20-35-e 4
Zu bestimmen ist die Nullstelle von f(x)
1
f(x)=0«20-35.¢ © =0
1
= 35.e 9 —=20|:35
1
e 0 = ;Hn
1 4, 1
oS -——X=In| = ||:|——=
40 7 40
S X = —40-In($j ~ 22,385
Nach etwa 22,385 Minuten stellt sich eine Temperatur von 0 °C ein.
A3 |Ausfluhrliche Lésung

c)

1
f(x)=20-35-%"
Die Temperaturzunahme wird durch die Steigung
des Graphen gekennzeichnet.
Wann also ist f*(x) maximal?

35 —ox
f'(x):—-e 40 st flr x = 0 maximal
40

35 y

f'(0)= h da'e " fir alle groReren x — Werte immer kleiner wird.

1
Damit wird auch der Wert des Produktes j—i-e 40" immer kleiner.

Zu Beginn des Auftauvorgangs ist die Temperaturzunahme am grof3ten.
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A3

Ausfiuhrliche Lésung

d)

_1,
f(x)=20-35-e
Durchschnittstemperatur von der 30. bis zur 90. Minute.

1 90 1 90
Ty = jf(x)dx:— f(x)dx
90-30 4, 60 3.

[f(x)dx = Zojdx—BSIe_“lc)X dx
= 20x - 35| e 0

1 1
Mit J'e 20" dx = —40e %" (L6sung durch Substitution)

90

1% 1 ~Lx
wird —If(x)dx=— 20x +1400-e 40
60 5, 60 .

_ L
60

9 3
1200+1400[e d-e 4]] ~ 11,437

Die durchschnittliche Te_mperatur fur.die Zeit von der-30. bis zur 90. Minute

betragt etwa 11,437 °C.
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A4

Ausfiuhrliche Lésung
-3x°+4x und g(x)= %xz _1

1
f(x)==x°
(x)=5 5
Berechnung der Schnittpunkte beider Graphen.
1 1 1
f(x)-g(x)=0< =x>-3x*+4x—-=x*-=x=0
(x)-g(x) =03 X =3

= 1x‘°’—zx2+
2 2

@%(x3 —7x? +9x) =0

gx:O
2

@%x(x2—7x+9):0:>x1:0

x2—7x+9:0:>x2=1+‘/E bzw! x3:Z—
2 4 2

Die Integrationsgrenzen fir den zu berechnenden Bereich sind

7 13
X, =0und x; = ——,|—
! 2 \Va
Die Flachenberechnung:

A= I

dx_—j(x —7x? +9x)d

3:z_§
R N LAV IR N X LR Y ST
212" 73" 2" |4

Der gesuchte Flacheninhalt betragt etwa 1,185 FE.

13

4

A5

Ausfiuhrliche Lésung

a) f(x)=2x-e7
Wertetabelle:

X|—1|O| 2|3|4|5
| f(x)|-544]0|074|054 (03015007 |

2__
1__

P
=)
-t
ot
ot
~
(&)
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A5 | Ausfluhrliche Lésung

b)

Hochpunkt :

f(x)=2x-e™ =f'(x)=2(u'v+uv')
mitu=x=u'=lundv=e*=>v'=—e"
f'(x)= 2[1-e"‘ —x-e‘XJ =2(1-x)e™™
f'(x)=0=2(1-x)e*=0=>x=1

= HP (1| 2¢™*) bzw. HP (1] 0,736)
f(1))=2-1-e*=2e"~0,736

A5 | Ausflihrliche Lésung

c)

Wendepunkt :
f(x)=2x-e™* = f'(x)=2(1-x)e™ = f"(x)=2(u'v+uv')
mitu=1-x=u'=-lundv=e" = v'=:e "

f'(x)=2| -1-e™+(1-x)-(-e™) | = 2(X=2)e™
f'(x)=0<2(x-2)e"=0=>x=2

£ WP(2| 467 ) bzw. WP(2]0,541)
f(2)=2-2-e? =4e?~0,541

A5 | Ausfuhrliche Lésung

d)

Wendetangente im Punkt WP(Z | 4e‘2) mitX, =2 und f(x, ) = 4e7?
f(x)=2x-e™ = f'(x)=24(1-x)e™

t(x)=f"(Xo)(X=Xo)+£(Xo)

f'(xo) =f'(2)£2-(122)e7” =—2e 2| = t(x) = 287 (x-2) + 4e™
(X=Xg)=x-2 =-2.%.x+8-e7
f(xo):f(z):4e‘2 = t(x) ~ -0,271-x+1,083
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A5 | Ausfluhrliche Lésung

e) f(x)=2x-e7
b

Tf dx = lim [ f(x)dx

b—ow

0

If dx _[uvdx u-v-— _[u v dX
mitu=2x=u'=2undv'=e* :V=J‘e‘xdx=—e‘X
If dx 2x( ’X) _[2( ’X)dx:—Zx-e’X+2je’de

=-2x-e*-2e =-2(x+1)-e

f(x)dx=—2[(x+1).e‘x]z =-2b-eP-2.eP42

O——8 O—"——T

b
f(x)dx = lim | f(x)dx = lim {—2b~e‘b—2~e‘b+2}=2
baooo b—w T T

Also: Tf(x)dx :T2x-eX dx =2

A6 | Ausfluhrliche Lésung

a) | Die Funktionsgleichung:

Aus der Symmetrieangabe folgt: f (x)=a,x* +a,x* +a,
P,(018)=f(0)=[dg~8
P, (1157/10) = f(1) =1a, +1a, +8= 57/10

P, (4| -24/5) ='f (4) = 256a, +16a,+ 8 = ~24/5

Es bleiben zwei'Gleichungen mit zwei Unbekannten Ubrig.

la, +1a, = ~2>
10
256a, +16ay = —6—54
a, a, 12
B ~1200a, = 2880 < |a, = ——
1 2 =22 |10 >
10 10a, +10a, = —23
256 16 | 2% |5 1
S <10a,-24=-23<|a, =—
10 10 | -23 10
1280 80 | -64 11-128-
10 10 | -23 f(x)=—x*-2x2 8
0 -1200 | 2880 10 S
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A6 | Ausflihrliche Lésung

b)

f(x)= 1y 1208 Achsenschnittpunkte
10 5

P,: f(0)=8=P,(0]8)

Nullstellen:

12

f(x)=o@ix4— x*+8=0]|-10
100 5

x* —24x* + 80 = 0 Substitution z = x*
& 272°-242+80=0=2,=20 bzw. z, = 4
Nach Rucksubstitution
Xyp = +/20 ~ 4,47 bzw. Xy 5 =12

P(v2010) ; P, (—v2010) ; Py (210) ; Pa(~210)

A6 | Ausflihrliche Lésung

c)

Extrempunkte und Wendepunkte
f(x) 1y 12004
10 5

:f'(x):éx —?x:f"(x):gxz—%:f"'(x):%x

Extrempunkte:

, 2 . 24

f'(x)=0 =x®-==x=0 <x® -12x = O<:>x(x —12):0
5 5

= X, =0 bzw, x2,3:i\/ﬁzi3,46

f'(x)="(0)= —25—4< 0 = rel. Max bei x, =0

f"(Xp/3) _f"(+«/_) =& 8 0= rel. Min bei Xy, = +4/12

Die y —Koordinaten
f(x1)=f(0) 8= P, (0]8)

max
f(Xpy5) = f(i\/ﬁ) ='-6,4.= Py (#4112 ~ 43,46 | —6,4)

Wendepunkte:

f"(x)=0<:>§x2—%=0:>xl,2 =12

f(x,)=f"(2)= % # 0 = Wendepunkt bei x, = 2

f(x,)=f"(-2)= —% # 0 = Wendepunkt bei x, = -2

Die y —Koordinaten
f(xy,)=f(+2)=0=P,.(2]0);P,,(-2]0)
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A6 | Ausflihrliche Lésung

d) | Wertetabelle :
x |0] 1 |2|346| 4 |487
f(x)|8]57]0|-64|-48[ 0

Da die Funktion achsensymmetrisch ist gilt f (—x) = f(x)

f(X)

A6 | Ausfluhrliche Lésung

€) f(x) =ix4 —Ex2 +8
5

2 2 2
jf(x)dx = J-(ix4 —Ex2 +8jdx = [ixls —ix3 +8x}
e 50 5 5

EASTVRA
{(5—10.25 —g-z?’+8-2j—(5—10~(—2)5—g~(—2)3+8-(—2)ﬂ = 20,48

2
[ f(x)dx = 20,48
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