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Der Gaul’ - Algorithmus

Der Algorithmus von Gauss ist das universelle Verfahren zur Losung beliebiger
linearer Gleichungssysteme.

EinfGhrungsbeispiel:

7%, +3X, —5x; =-12 Drei Gleichungen | Es wird zeilenweise gearbeitet.

—X, —2X, +4x,=5 mit drei Variablen )
! 2 T3 Zeilen darf man:

—4X;+ X, —3%3 =1 - vertauschen

- mit einer Zahl multiplizieren

- durch eine Zahl'dividieren

Rechenschema: Die Umformung :
- addieren
soll ergeben: - subtrahieren

X, Xy Xg X; Xp Xg | _ _

7 3 _5]|_12 * % x| * * pedeutet irgendeine Zahl
-1 -2 415 o * * Spalten durfen ebenfalls vertauscht
-4 1 -3| 1 O 0 * |* werden, wenn die Variable x;

mitgenommen.wird
X, X,  Xa. | Ermittlung der Losung durch

7 3 5 | -12 |4 RUckwartseinsetzen

-1 -2 4 5 |28
4 1 -3 1 |7 ~14x, = -14
28 12 -20 | -48 Xz =1
-28 -56 112 140 I+ 1 _11)(2 4+23.1=23
28 12 20 | 48 |:4 X, =0

0O -44 92 92 |: 4 S

7 3 5 | {12 & I =-7

0 -11 23} 23 |19 <X =-1

0 19 41| -41./ |11

7 3 -5 | -12 |_={_1;o;1}

0 -209 437 | 437 |19

0 209 -451|-451 U +1 Probe:

73 5|12 7-(-1)+3-0-5-1=-12 (w)

-11 2 2
0 3 3 —1'(—1)—2-0+4~1:5 (w)
0 0 =14 | -14

—4'(—1)+1~0—3-1=1 (W)
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Hinweis flr blutige Anfanger:

Die Vorgehensweise kann in einzelne kleine Schritte zerlegt werden.

1. | Bruche vermeiden durch zeilenweise Multiplikation mit dem Hauptnenner.

2. | Die erste Zahl in der ersten Zeile soll positiv sein (ev. mit -1 multiplizieren).

3. | Sorgen Sie durch Multiplikation oder Division daflr, dass in der ersten Spalte
alle Zahlen den gleichen Betrag haben. In Zeile 2 und 3 soll die erste Zahl
negativ sein.

4. | Addiere zur 2. und zur 3. Zeile jeweils die erste. Dadurch entstehen in der ersten
Spalte 2 Nullen.

o

Die zweite Zahl in der 2. Zeile soll positiv sein (ev. mit -1 multiplizieren).

o

Sorgen Sie durch Multiplikation oder Division daftr, dass ab der 2. Zeile in der
zweiten Spalte alle Zahlen den gleichen Betrag haben. In Zeile -3 soll die zweite
Zahl negativ sein.

7. | Addieren Sie zur 3. Zeile die 2. Zeile. Dadurch entsteht in der 3. Zeiledie 2. Null.

8. | Ermittlung der L6ésung durch Rickwarts einsetzen.

Die gleiche Vorgehensweise kann auch auf Systeme mit mehr als drei Gleichungen
Ubertragen werden.

Die Umformungen kann man auch anders durchfthren.

Das ,wie“ ist ganz dem Geschick des‘Mathematikers tberlassen.

Erst durch intensive Ubung gelangt man zu einem optimalen Weg.

Briiche sind moglichst zu vermeiden um' keine unnétigen Fehler zu riskieren.
Wer fit ist, kann auch mehrere Umformungen gleichzeitig machen, dadurch ist
weniger zu schreiben, die Fehlerquote steigt aber.

tausche: = Ermittlung der Lésung durch
X; X,  Xq | Ruickwartseinsetzen
7 3 -5 | -12 22Xy =2
-1 2 4 | 5.0 el exy=1
@ 1 31 A 11x,+23-1=23
A & -1ly=0
7 3 -5 -12 <71
-4 1 -3 1 Hl+ 4. —_—
1 2 -4 -5 X1+2'0—4'1:—5
0 -11 23 | 23 |-9 & Xy =1
0 9 -19 | -19 |-11 & X =-1
1 2 4] -5 L={-1;0;1}
0 -99 207 | 207 9 Probe:
0 99 -209 |-209 I+ 11 7_(_1)+3_0_5.1:_12 (W)
1 2 -4 -5
-1.(-1)-2-0+4-1=5 (w)
0O -11 23 23
o o =2 | o ~4-(-1)+1.0-3-1=1 (w)
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Beispiel 1: (leicht)

Seite 3 27.03.2009

2X; —3X, +4X5 =8
3X; +4X, —5X3 =4
4X, —6X, +3X3 =1

X Xy Xa |

2 -3 4 8 |-6
3 4 -5 |-4 |4
4 -6 3 1 |3
12 -18 24 | 48 |6
12 16 -20|-16 Il-1
12 -18 9 3 -1

Ermittlung der Losung durch
Ruckwartseinsetzen

—-15x5 =-45

< X3=3

34x, —44-3 = -64
<> 34x, =68
& Xy =2

2X,—-3-2+4-3=8
& 2% =2
<X =41

L={1;2;3}

Probe:
2-1-83-2+4:3=8.(w)
3.1+4.2-5-3=-4 (w)
4.1-6-2+433=1 (w)
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Beispiel 2: (mittelschwer)

33X +2Xy; —4Xg =2 Ermittlung der L6sung durch
4X; —5%, +3X3 =9 Ruckwartseinsetzen
8X; +7X, —9%x5 =13
48x, = 288
X4 X Xa | S X3=6
3 2 4|2 |-8 X, +1-:6 =11
4 5 3|9 |6 %, =5
8 7 -9|13 |3 —
24 16 -32|-16 8 3%,+2:5-4-6 09
24 -30 18 | 54 -1 <3 =12
24 21 -27| 39 - gy
3 2 4| -2
0 46 50 |70 211l 2 I L={4.5:6}
0 5 5 |55 |5
3 2 -4 | -2 Probe;
o 1 1 |11 |23
0 -23 25| 35 3%44+2.5L4.6=-2 (W)
5 2 42 44-5.5:3.6=9 (w)
0 23 23 253 |23 8 Avil5-9.6213 (w)
0 -23 25|35 W 1l
3 2 4| -2
o 1 1 |11
0 0 48 |288
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Beispiel 3: (schwer)
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Ex—£x+§x =4
2"t 572 g"®

3 3 1

— X1+ =X, +=X5 =23
41 82 53
ix—£x+1x =8
51T %27

Ermittlung der Losung durch
Ruckwartseinsetzen

—-358x5 =-14320

< X3 =40

126x, —29-40 =1360
& 126x, = 2520

20x, -32-20+15-40 =160
< 20x, =200
<X, =10

L={10;20 : 40}
Probe:

L10-2.20+3.40=14
2 5 8

& 5-16+15=4(w)
3104320+ 4023
4 8 5

@E+%+8=Z3(w)

210-t20+1 4058
5 2 4

< 8-10+10=8(w)

X1 X2 X3

14 3, 4
2 5 8

3 3 1 23 | -40
4 8 5

41 1] g
5 2 4

20 -32 15 160 |-12
30 15 8 920 |-8
16 ~10 5 160 [-15
240/ ~-384 180 | 1920 |:12
240 120.. 64 7360 Il -1
240 ©—150 75 2400 I -1
20~ 32 < 15 160

0« 504~ -116 | 5440 |:4
0 234 -105| 480 |: 3
20 «.-32% 15 160

0 126 -29 | 1360 |-13
0 78 -35 160 |-21
200 -32 15 160

0 1638 -377| 17680 |:13
0 1638 -735| 3360 -1l
20 -32 15 160

0 126 -29 | 1360

0 0 -358 | -14320
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Anwendung des Gaul3- Algorithmus zur Berechnung der Funktionsgleichung
einer ganzrationalen Funktion von der 4 Punkte bekannt sind.

G1 |Ausfuhrlicher Gau3- Algorithmus
f(X) =agx® +a,x* +ax +ag
P(114)= f(1) = la,+1a,+1a +1a, - 4
P,(2]12)= f(2) = Bag+4a,+2a,+la, = 2
P,(4]4)= f(4) = 6da,+16a,+4a,+la, = 4
P,(5]120)= f(5) = 125a,+25a,+5a,+1a, = 20
8 8 8 8 12a;, =12 < |ag =1
1 1 1 1 4
12 812 -l 6a, + 42a, 26
1 4 16 64 | 4 -1 = 6a, +42 =6 -42
1 5 25 125120 AV
< 6a,=-36|:6< |a,=—-6
1 1 1 1 4
O 1 3 7 | -2
0 3 15 63 |0 MI-3-1 A R8s €
0 4 24 12416 V-4 = <Sa-18+7=-2
1 1 1 1|4 S -11=2|+lle |8 =9
0O 1 3 7 | -2
0 0 6 42 |6 ay+aj+a,+a; =4
0 0 12 96 [-24 v 24l a,+9-6+1=4
111 W% Say+d4=4|-4<|a, =0
0O 1 3 7 |~2
0O 0O 6 42|16
0 0 o0 3110 f(x)=x>-6x*+9x
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G2 |Ausfihrlicher GauR3- Algorithmus
f(X) =agx® +a,x* +ax +ag
9

d 8, 8, a3
101 01 1 |- |-2

2
1 101 -1 2 |-2

2
1 2 4 8|8 |2 43, =4 Sfa, =1
1 -3 9 -27 g |-2

2a, - 4a, =1

2 2 2 2 |-11 2~
2 2 2 2|9 Ml X I\ i
2 -4 8 -16| 16_« U=l 9232:3“2@6‘2:%
2 -6 18 -54| 5 AV
2 2 2 2 (-11
0 -4 0 —420 J{(-2) 28, +2a5 =-10
0O -6 6 -18|27 |3 = <:>281+2=—10|—2
0 -8 16 56| 16 |4 o2, =-12[2<[a, =6
2 2 2 2 | -11
c 2 0 2./-10 2a, +2a, +2a, +2a; = -11
0 -2 2 <6 | 9 I+l ©2a,-12+3+2=-11
0 -2 4/ -14| 4 IV +1 o 2a,-7=-11]+7
2 2 2 2 k¥ S2a,=-42<|ay=-2
O 2 O 2. 1-10
O 0 2 -4 )| -1
0 0 4 -12| -6 V-2l f(x)=x3+gx2—6x—2
2 2 2 2 | -11
O 2 O 2 | -10
O 0 2 -4 )| -1
O 0 0 4] -4

Erstellt von R Brinkmann p2_1_gauss_alg.doc 27.03.09 23:33 Seite: 7 von 16




R Brinkmann http://brinkmann-du.de

Seite 8 27.03.2009

G3

Ausfuhrlicher Gaul3- Algorithmus

f(X) =agx® +a,x* +ax +ag

P (-1|-16)= f(-1) = -la;+1a, -la, +1a, = -16
P,(2]111)=  f(2) = 8ay+4a,+2a,+1a, = 1
P,(4]-11)= f(4) = 64a,+16a,+4a,+la, = -11
P,(6]-9)= f(6) = 216a,+36a,+5a+1a, = -9
a, a, a, a
1 -1 1 -1]-16
1 2 4 8 |11 11—l 8a, =8 < |ag =1
1 4 16 64 |-11  lI-I
1 6 36 216| -9 IV-I 2a, +10a, L8
1 -1 1 -17-16 28, +10 =8| -10
0 3 3 9 |27 ;3
< 2a,=-18|.2< |a, =-9
0 5 15 65| 5 ;5
0 7 35 217| 7 ;7
1 -1 1 -1 1-16 a, +a,+3a; =9
0o 1 1 3 9 Ly <a,—-9+3=9
0 1 3 13| 1  IN=l & 8~6=9|+6 < |a, =15
0 1 5 31| 1 _Yv=i
1 -1 1 -1|-16 a,+a, +a,—a; =-16
0 1 1 3 |9 &a,-15-9-1=-16
0 0 2 VY- © ay—25=-16|+25 < [ag =9
0 0 4 28+ -8 IWV-24
1 -1 1 -14-16
o 1 1 A% 6 f(x)=x%-9x*+15x+9
0 0 2 10 -8
0O 0 o 8138
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G4 |Ausfihrlicher GauR3- Algorithmus
f(x) = ag,x3 +a,x’ +ax+a,
1
20a, =-10 & |a, = -
e & -1-12a, =7 | £1
1 -2 4 -8 6 -1 T
1 3 9 27| 1 -l & 123, =-6]1(-12) 8=
1 -3 9 27| -2 AV
1 -1 1 -1 7
3 7
0O -1 3 -7 -1 = <:>-a1—§—5=—
0O 4 8 28| -6 Il+4-l & ipy 5= —1]45
0 -2 8 26| -9 IVv-2.l 4 ! 2
-a,=4|.(- a, =-—
1 -1 1 1|7 S -t e
0 _1 3 _7 _1 ao—a1+az—a3=7
0 0 20 0 |-10 Sagra-tl_g
0 0 2 -12|.-7 2 2
< ay+3=7|-3<|a,=4
Die Funktionsgleichung: f(x) :%x3 —=x?>—4x+4
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G5 |Ausfuhrlicher GauR3- Algorithmus
f(x)= ag,x3 +a,x’ +ax+a,
P, (4 | 44) f(4) = 64a;+16a,+4a,+1a, = 44
P, (8 | 40) f(8) = 5l2a;+64a,+8a,+1a, = 40
dp 8 a; ag 1
1 2 4 8 |22 288a; =72 < |ag = -5
1 4 16 64 | 44 -1
1 -4 16 -64| 4 M-I 484, +96a, L 48
1 8 64 512 | 40 V-1
< 48a, =24 =48 | +24

1 2 4 8 | 22
0 2 12 56 | 22 & 483, - 72]:48 < Ja, =
0 -6 12 -72|-18 1I+3:ll
O 6 60 504 |18 IV-3:l
0 2 12 56 | 22 < 2a,+18 14 =22
0 0 48 96 | 48 2 t4=22| 4

1 =2,=18|:2<|a,=9
0O O 24 336 |-48 "WV \Wi 1]
1 2 4 8 |22 a, +2a, +4a, +8a, = 22
0 2 12 56()23 ©a,+18+6-2=22
0O O 48 96.| 48

< ay+22=22|-22<a;=0

0O 0O 0 28872

Die Funktionsgleichung:

f(x)=—%x3+gx2+9x
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G6 |Ausfuhrlicher GauR3- Algorithmus

f(X) =agx® +a,x +ax +ag

P1(1|0) f(1) = lag+la,+1a,+1a, =0

P,(-1|-2)= f(-1) = -laz+la,-1a,+1a, = 2

P3(2|16) f(2) = 8a;+4a,+2a,+1a, = 16

P,(-3|-4)= f(-3) = -27a;+9a,-3a,+1a, = -4

QD
S
R

Q
N

QD
w

1 1 1 10
1 -1 1 -1|-2 1=l

1 2 4 8 |16 -l

1 -3 9 —27|-4 V-l

1 1 1 10

0 2 0 -2|-2

0 1 3 7 |16 |||+%-||

0 -4 8 -28|-4

1 1 1 10

0 2 0 -2 -2 e
0 0 3 6 |15 3

0 0 8 -—24| 1/ 78

1 1 1 1.0

0 2 0 -2/]2

0 0 1 2.5

0 0 1 -3.-0.0viu

1 1

0 0

0 1

0 0

Sa+2=5|2<

@l2a, 242242

agfa,+a,+az =0
<a,+3+1=0

Sap+4=0|4<

f(x):x3+3x2—4
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G7 |Ausfuhrlicher GauR3- Algorithmus
f(x)=agx® +a,x* +ax+a,
a, a, a, a
0 1 2 3 10a; =10 < [a; =1
1 1 1 1 1
1 2 4 8|0 [-1
1 2 4 -8|4 1i-l 122, +12a84=0
1 3 9 27 9 IV —| @12&24-12:0'—12
1 1 1 11 o128, =12]:12 = |a, =1
O 1 3 7|1
0O -3 3 9|3 I+3-1 a,+3a, +7a; =~1
0 2 8 26|8 V-2 4 oa-3+7=-1
e ea4d="1 4o =5
O 1 3 7|1
O O 12 12| 0
0O 0 2 12|10 IV—E-III < d,-5-1+1=1
1 1 1 1|1 <@ay—-5=1|+5<|a, =6
O 1 3 7 /|-
0 0 12 1240 f(x)=x%-%x*-5x+6
0O O O 1010
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G8 |Ausfihrlicher GauR3- Algorithmus
f(x)=agx® +a,x* +ax+a,
P,(1]6)= f(1) = 1la; +1a, +1a, +1a, = 6
P,(3|-4)= f(3) = 27a;+9a,+3a,+1a, = -4
Ps (—% %j f(—%j = —%a3+%a2—%al+1ao = %
P{—%—%}: f(—gj = —%a3+%a2—§al+lao = —%
a, a a, ag
1 1 1 1 6
1 3 9 27 -4
P S O I B
2 4 8 8
1 38z T |-8 “2az=-2<|ag=1
2 4 8 8
1 1 1 1 6
2 3 9 27| -4 - Fe gagy —3
8 -4 2 -1/| 45 _(N-8. < 28,7 =-3|-7
8 -12 18 -27 | -77'.1V-8-1 <2a,=-10|:12<|a,=-5
1 1 1 1 6
0 2 8 26 | -10 2a, +8a, +26a, = —10
o -12 6 -9 -3 MN+6:H ‘= = 2a -40+26=-10
0 -20 10 =35 4-125.1VA410-l < 2a,-14=-10| +14
1 1 1 A \ <28, =412 |a, =2
0 2 8 26 | -10
0 0 42147 | -63 |21
0 0 90 225|-225' |45 B +a,+3+83 =6
1 1 1 1 6 < ag+2-5+1=6
0 2 8 26 <10 <:>a0—2=6|+2<:> a0=8
0 0 2 4 -3
0O 0 2 5 | 5 V-l f(x)=x>-5x*+2x+8
1 1 1 1 6
0 2 8 26 | -10
0 0 2 7 -3
0 0 0o -2 -2
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G9 |Ausfuhrlicher GauR3- Algorithmus

f(x)=ayx® +a,x* +a,x+a,

Pl[ll—gj: f(1) = la,+1a, +1a, +1a, = —%

P, (—1|1?l):> f(-1) = -la;+1a,-1a +1a, = 1?1

5 5
P, 3|_§ = f(-3) = 27a;+9a,+3a,+1a, = 3
5 5 125 25 5
Pl-2]-8|= fl-2| = -=2a,+=2a,-2a,+la, = -8
4( 2 I J ( 2) 8 3 4 2 2 1 0

101 1 1 |-2 s
2
1 1 01 1 | os
2
13 9 27 |-2 8
2
1 -2 2 1) 40 g
2 4 8
8 8 8 |-36
-8 8 -8 |44 -l

24 72 216 |-20 llI-|
20 50 -125 |-64 IVZl
8 8 8 |-36 4
16 0 -16 | 80 | 4
16 64 208 |.16 |4
28 42 -133/|.28 /|7

4 16 52 4 T+

\vZ24[
2 2 -9
-4 0 -4%|20
0 16 «48 |24 | |8
0 ~15 |-24. |:3
2 2 |29
-4 -4 420
0 6| 3

IV -1l

O O O N|O O O NO O O NO O O N O O O 0|0 0 00
|
N
(e}
|
'—\
©
|
IS

o
O N O NINMNMNDNODNO
|
(&)
|
(00]

~11a, =-11[:(-11)

e

2a, +6a; =3
< 2a,+6=3|-6
& 2a, =-3).2

< la, ===
2%/ 2

-4a, —4a; =20
& 4a, -4=20|+4
< =da, =24]|: (—4)

~f=

2a, +2a, +2a, +2a; = -9
< 2a,-12-3+2=-9
< 2a,-13=-9|+13

& 2a,=4]:2

=2

f(x)=x3—%x2—6x+2
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G10

Ausfluhrlicher Gaul3- Algorithmus

f(x)=agx® +a,x* +ax+a,

P,(1]25)= f(1) = 1a3+1a,+1a, +1a, = 25
P,(-1|-49)= f(-1) = -laj+1a,-1a,+1a, = -49
P;(3127)= f(3) = 27a;+9a,+3a,+1a, = 27
P,(5/5)=  f(5) = 125a,+25a,+5a,+la, = 5
8 4 a a3 48a; =48 < |ag =1
1 1 1 1] 25
1 -1 1 -11|-49 1| 8a, + 24a, = <72
1 3 9 27| 27 -l o 8,4 2457324
1 5 25 125| 5 \Va

<8a, =96 8= |a, =12
1 1 1 1] 25
0 2 0 2| -74
0 2 8 26| 2 I+l —2ay—2a; ={ 74
0 4 24 124| —20 V421 & 28 72=-T4]+2
1 1 1 1] 25 le2ai=-72{:(-2) =
0 2 0 -2|-74
0 0 8 24| -72 ag+ayta,+a; =25
0O 0 24 120 |-168 V-3l & ay+36-12+1=25
R Sag+25=25]-25 <
0 2 0 -2 |-74
0 0 8 24/ -72
0 0 0 48 | 48 f(x) = x® —12x* + 36X
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Aufgaben zur Ubung
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Zur Ergebniskontrolle ist die Probe durchzufihren

1.1 |x, +x, +0x5 =28 2.1]2%, +3x, +0x3 =12
X, +0x, + X5 =30/ = L ={13,;15,17} 3%, +0x, +2%; =11| =L ={3;2;1}
0X; + X5 + X5 =32 0x; +3X, +4x53 =10
X, — X, + X5 =13| = L ={15;12;10} 5%, +4X, —6X; =-8 |= L ={-1;3;25}
5.1 X, + X, +X3 =9 6.1 [x;+X, +X3 =9
X, +2X, +4X5 =15/ =L ={5;3;1} X, +2%3+3X3 =14/ =L ={5,3;1}
= -2 1 4 ~5|6=L={1,-1;2;-1
1 -3 1 0 6
8| |2x, + 3%, —4x, +2x, = 9 X; ’;2 XZ X24 5
=3 4 -8+1 —2:>L:{—1;—1;O;5}
. 1 6 =1 3|20
X, =
4 0. 00015
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