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Losungen ganzrationale Funktionen aus gegebenen Bedingungen |

Seite 1

Ausfuhrliche Losungen:

10.03.2013

A1

Aufgabe

Gegeben ist die Wertetabelle einer X

ganzrationalen Funktion 3. Grades.
Skizzieren Sie den Graphen und
machen Sie eine Aussage uber die

Funktion.

A1

Ausfiihrliche Losung

Es existieren 3 Nullstellen (Wertetabelle).
Der Graph verlauft von Il — Il = 1 = IV.
Schnittpunkt mit der y — Achse:

Py 0]1).

Punktsymmetrisch zu P(0 | 1).

Bemerkung zur Punktsymmetrie:

Zwei Punkte, Po( Xo | Yo ) und P1( X1 | y4)
liegen auf dem Graphen von f(x).

Liegt der Spiegelpunkt P1'( X1’ | y1')
ebenfalls auf dem Graphen, so.ist der
Graph von f(x) symmetrisch

zu Po( Xo | Yo )

f(x)

N__
_._.-'—'—a':_

A2a

Aufgabe

Eine ganzrationale Funktion 3.-Ordnung verlauft

durch die gegebenen Punkte. Bestimmen Sie die
Funktionsgleichung und die Achsenschnittpunkte.
Stellen Sie eine Wertetabelle auf und zeichnen Sie
den Graphen.

P/(-310,5);P,(0]-4)
P,(11-15);P,(2]-2)

A2 | Ausfiihrliche Losung

a)

Allgemeine Form der Funktionsgleichung  f(x) = a;x® +a,x* +a;x +a,
Aufstellen des Gleichungssystems aus den vorgegebenen Punkten:
P,(-310,5):f(-3)=-27a, +9a, -3a,+a, = 0,5

P,(0]-4): f(0) =
P (11-15) “f(1) =0,5
P,(2]-2):f(2) =-2

Wegen a, = —4 vereinfacht sich das Gleichungssystem.
—27a;+9a,-3a,=4,5

=25

8a;+4a,+2a, =2

3 =4

=8a, +4a, +2a,+4a,
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A2 |Ausfuhrliche Losung
a) | Losung durch den Gauss — Algorithmus :
Berechnung der Koeffizienten:
% % & 30a, = -90
1 1 1 2,5 oA =
8 4 2 211-8-1 <:>a1=_—28=§
—?7 S13 —13 4,5I!J;27~I _4a, - 6a, - 18
’ < —4a,-18=-18
0 -4 -6 -18 18418
0 36 24 | 7211+9-1l @a2=%=g
1 1 1 2,5 a;+a,+a, =25
0 4 61 18 | . 13-25
0 0 30 -0 <a;=25<3=-0,5
Damit lautet die Funktionsgleichung: f(x) =—0,5x> + 3x < 4
Um den Funktionsgraphen zeichnen zu kénnen, bendtigen wir zu den in der
Aufgabenstellung vorgegebenen'Punkten einige zusatzliche.
Diese bestimmen wir mit dem HORNER ~ Schema:
A2 |Ausfuhrliche Lésung

a)| HORNER - Schema:
-05 0 3 -4 |
x =2 1. 2 22 i
-0,5 1 1 -6
-056.'0 3 -4 f(x)
x =1 05 -05/-25
-0,5 0,5 25 -6,5
-0,5 0 3 -4
x=3 -15 4,5 -4,5
-05 -15-15 -85 X
Wertetabelle: . . _
« 3 |51 0 ?):;(hgl][t_p:?kt mit der y — Achse:
f(x)|0,5 |~6|-6,5| -4 Es existiert nur eine Nullstelle, sie liegt in
X 1 2 |3 der Nahe von x = -3.
f(x) -1,5|-2|-8,5
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A2b

Aufgabe

Eine ganzrationale Funktion 3. Ordnung verlauft
durch die gegebenen Punkte. Bestimmen Sie die P, (_3 | 44) P, (_1 | 2)
Funktionsgleichung und die Achsenschnittpunkte.

Stellen Sie eine Wertetabelle auf und zeichnen Sie | P3 (1 | 0) Py (2 | _1)

den Graphen.

A2 |Ausfiihrliche Losung

b) | Das Gleichungssystem:
f(x) = a;x® +a,x* +ax+a,
P,(-344):f(-3)=-27a, +9a, - 3a, +a, = 44

P,(-112): f(-1)= -a;+a,-a;+a, =2
P, (110): (1) = a;+a,+a,+a, =0
P,(2]-1): f(2) =8a;+4a,+2a,+a, =-1
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A2 |Ausfuhrliche Losung
b) | Der Gauss — Algorithmus
a, a, a, a,
1 -3 9 =27 44
1 -1 1 211-1
1 1 1 1 Oll-I
1 2 4 8 11l =1 Die Koeffizienten:
1 3 9 27| 44 a; =1
0 2 -8 26 | -42|:2
0 4 -8 28 | —44|:4 a,-3a; =9
0 5 -5 35| —45:5 <a;+3=9%
1 -3 9 =27 44 Sa;=5-3=2
0O 1 -4 13 -21
o 1 -2 7 |-111-1 a, —4a, +13a; = 21
o 1 1 7 |-9IV-I < a,-8-13=-21
1 -3 9 =27 44 & ap=-21+8+413=0
O 1 -4 13 -21
0 0 2 -6 10]:2 a, —3a,+9a, -27a, =44
0 0 3 6] 12]:3 <, +18+27 =44
1 -3 9 -27 44 < ay=44-27-18 =1
O 1 -4 13 —21
0o 0 1 -3 S Die Funktionsgleichung:
O 0 1 -2 4IV-ll f(x) = =x3 + 2x% —1
1 -3 9/ =27 44
0O 1 4 43 -21
O 0 1.-3 5
0O 0 o0 1 -1
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A2 |Ausfuhrliche Losung

b) HORNER — Schema : -

1 2 0 1

X =2 2 -8 116 T
1 4 -8 15 21
1 2 0 1 11

x=15 15 075 +1125 | ¢ T
-1 05 075 0125 _1\ /
1 2 0 1 A

x=3 3 3 -9
-1 -1 -3 10 ST

Wertetabelle: 4

x |=3] =2 |-1] 0 «

f(x)[44] 15 [ 2] -

x |1 15 |2 3

f(x)] 0 [0,125[-1]-10

A2 |Ausfiihrliche Losung

b) | Schnittpunkt mit der y = Achse: Py( 0 | -1)

1. Nullstelle wird der Wertetabelle entnommen: Px1( 1] 0).

Statt Uber die Polynomdivision-kann man die weiteren Nullstellen Gber das
HORNER — Schema. bestimmen. Fuhrt man die Berechnung fur den x —
Wert einer Nullstelle durch, dann erhalt man die Koeffizienten fur das
Ergebnis der Polynomdivision.

f(x) = —x*+2x* 1 bekannte Nullstelle: P,,(1]0)

1 27,0 /1
X =1 1401 (—x3+2x2—1):(x—1):—1x2+1x+1
AN 0

o xP-x41=0=>p=-1;9=-1=D=0,25+1=125
= X, =0,5+1,25~162;x, =0,5-/1,25 ~ —0,62
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A3a

Aufgabe

Eine zur y — Achse symmetrische
ganzrationale Funktion 4. Grades verlauft
durch die gegebenen Punkte. Bestimmen
Sie den zugehorigen Funktionsterm.

P1(O|2);P2(—2|0);P3(1

)
40

A3

Ausfiihrliche Losung

a)

Achsensymmetrie = f(x) = a,x* +a,x* +a,
P(0]2): f(0)=a,=2

P,(~2]0): f(-2)=16a, +4a,+2 =0

57

57
P3(1|4—0J:f(1) :1a4+a2+2:40

=

Gleichungssystem

23
Ta,+1as =——

Erstellt von R. Brinkmann p3_gr_fkt_031_e.doc

Gaul — Algorithmus
a, a, Berechnung der Koeffizienten
16 4 2 1208, =23 &'a, <
1 1 23 40 et
20 162, +4a, = -2
16 4 | -2 1 2 12
164, 1 da, =D da,=-2-S-_"%
40 40| 23 n-10) TGt 5 5
16 4| -2 12
120 0| -3 S 7 83
4 5
. . 1 4 3 2
Funktlonsglelchung:f(x):4—0x —=X“+2
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A3b

Aufgabe

Eine zur y — Achse symmetrische
ganzrationale Funktion 4. Grades verlauft
durch die gegebenen Punkte. Bestimmen
Sie den zugehorigen Funktionsterm.

P1(1‘%};P2(2|—2);P3(—4|1)

A3

Ausfiihrliche Losung

b) | Achsensymmetrie = f(x) = a,x* +a,x? +a,
P{”lj: f(1):1a4+1a2+ao=i Gleichungssystem
16 16 ] ] 1
a,+la,+a, =—
P,(2]-2): f(2)=16a, +4a, +a, = -2 S AT
P, (~4|1): f(-4) = 256a, +16a, + a, = 1 162, +4a, +a, = -2
256a, +16a, +a, =1
Gaul — Algorithmus
a, a, a, ,
y Berechnung der Koeffizienten
L T 180a4=%<:>a4:1i
1 4 16 | -2 -1 - —
1 16 256 | 1 -1 3a2+15a4=—ﬁ
1 1 1 i 15 33
16 <3a,+—=-——
33 16 16
0O 3 15 |-—— 33 15 48
16 e3=-" - = — =
15 16 16 16
0 15 255 — -5l -3
16 <a,=—=-1
1 3
1 1 1 =
16 g ta;+a, =
0 3 W _% a1t ea =1
180 ° 16 16 ° -
0 0.180| —
16
Funktionsgleichung: f(x) = %x"’ —x% +1
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A3c

Aufgabe

Eine zury —
ganzrationale Funktion 4. Grades
verlauft durch die gegebenen Punkte.
Bestimmen Sie den zugehdrigen
Funktionsterm.

Achse symmetrische

A3

Ausfiihrliche Losung

¢) | Achsensymmetrie = f(x) = a,x* +a,x? +a,
Gleichungssystem
P1(x/§|—gj: f(x/§):934+3a2+a0=—g posy 9
4 4 9a4+3a2+a0:—z
P,(v2|-2): f(v2)=4a,+2a,+a,=-2
2((| ) (V2)=4a, + 22, +a, 4a, +2a,+a, = -2
5) 5
Ps(—”—zj- f(=1)="a, +1a, +a, =— faj+ 1a, +a, :—%
Gaul — Algorithmus
1 2 4 |2 Berechnung der Koeffizienten
1 3 9 |-2 |4 8a, D a, =
4 4
1 1 1 _E |4 432 +2034 i~ —1
4
1 2 4 |2 Sda, +—-=-1
4 12 36| -9 -4 1-5 3
4 4 4|5 m-an| SRt TS
1T 2 47 <2 a,+2a,+4a, = -2
0 4 204 -1 ) 3 4 1 5
0 -4 12138 I+ie] SHTepTr o
1 2 4.2 a,=-2+3-1=0
0 4 20| 1
0O O 8 2
. . 1, 3,
Funktionsgleichung: f(x) = 72X 5%
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A3d

Aufgabe

Eine zur y — Achse symmetrische
ganzrationale Funktion 4. Grades
verlauft durch die gegebenen
Punkte. Bestimmen Sie den
zugehdrigen Funktionsterm.

p{o ‘ %k];%(& ‘%k];&(%_k | 2)

A3

Ausfiihrliche Losung

d)| Achsensymmetrie = f(x) = a,x* +a,x* +a,

3 3
P.](O‘Ekj f(O):aO ZEk

16, ). L 3, 16
PZ(JR ‘Ekj. f(vk) =k a, +ka, +2k="K

Py(V3K | 2K):f(V3k) = 9K’ +3ka, +%k = 2k

Gleichungssystem

=, k%, +ka, = 2y

9k?a, + 3ka, = %k

Gaul - Algorithmus

34 2 z Berechnung der Koeffizienten
ke ko ogk 118 —12ka2=—4k<:>a2=%=%
9k* 3k %k -2 18K%a, 418ka, = 5k
18k2 18k | 5k <5 18k%a, +6k = 5k
18k2 6k | k' -l @a4:5k—§k:_ 1
18k2 18k | 5k 18k 18k
0 12k} 4K
Funktionsgleichung: f (X) = e Ty 3y
18k 3 2
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Ada | Aufgabe

Eine ganzrationale Funktion 4. Grades
verlauft durch folgende Punkte.
Bestimmen Sie jeweils die
Funktionsgleichung.

P,(010);P,(1125);P,(-2|-14)
,(2]6);P;(~1]-8,5)

o

A4 | Ausfuhrliche Losung
a) | Das Gleichungssystem
f(x) = a,x* +a;x* +a,x* +ax +a,
P,(0]0):  f(0)=|a, =0
P,(1125): f(1)=1a,+1a;+1a,+1a,=2,5
P,(-2|-14):f(-2) =16a, —8a, +4a, —2a, =14
P,(2]16):  f(2)=16a,+8a;+4a,+2a, =6
P;(-11-8,5):f(-1)=1a, —1a; + 1a, —1a;=-8,5
A4 | Ausfuhrliche Losung
a) | Der Gaul3- Algorithmus
a, a a a
S 12a, =68
1 1 1 1 2,5 68 17
16 -8 4 -2 =1411216-1 Sa=—=—
12 3
16 8 4 2 6I1l-16-1 —
1T -1 1 -1 -85V -1
-12a,-6a,=10
1 1 1 1 2,5 6.17
0 24 -12 18 —54 @—12a2=10+'T:44
0 -8 -12 -14 —34 44 11
2 Sa,=——=——
0 -2 .04 =2|-U(Ne== -12 3
24
1 1 1 1 2,5
0o 2 0 2 11 2a, +2a, =11
0 18 12 14| —341+4-1 o2a,-11-217__ M
0 —24 12 18| -54IV+12-ll y S
1 1 1 1 2,5 <:>a3=—€
0 2 0 2 11 -
0O 0 -12 -6 10 5
0 0 -12 6 781V -1l a4+ag+ag+a1=2,5=5
1 2,5 5 1 11 17 2
0 2 0 2 11 S5 T3 T3 T3
o 0 -12 -6 10 Funktionsgleichung:
0 O 0 12 68
f(x):zx4—lx3—ﬂx2+£x
3 6 3 3
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Adb

Aufgabe

Eine ganzrationale Funktion 4. Grades | P, (0]-4);P,(-2]-4);P,(2]12)

verlauft durch folgende Punkte.

Bestimmen Sie jeweils die P, (1 ‘ _Ej Py (_1 ‘ _gj
Funktionsgleichung.

A4

Ausfiihrliche Losung

b)

f(x) = a,x* +a,x° +a,x* +ax+a,
P (0]-4): f(0)=|a,=—4
P,(-2|-4): f(-2)=16a, -8a, +4a, -2a,-4 = 4
P;(2112):  f(2)=16a,+8a; +4a,+2a,—4 =12
P,(11-25): f()=1a,+az+a,+a,-4=-25
P;(-11-4,5):f(-1)=1a, -1a; +1a, - 1a, =<4,5
Gleichungssystem:

16a, -8a; +4a,-2a,=0

16a, +8a, +4a, +2a, =16

la, +1a; +1a, +1a, =15

la, —-1a; +1a, -1a, =-0,5
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A4 | Ausfuhrliche Losung
b) | Gaul3- Algorithmus
Die Gleichungen koénnen in beliebiger Reihenfolge eingesetzt werden.
a, a; a, a
1 1 1 1 1,5]-2
1T -1 1 -1 -0,51-2
16 8 4 2 161:2
16 -8 4 -2 0]:2 6a, =0
2 2 2 2 3 <a;=0
2 -2 2 2 =111
8 4 2 1 8 1-I —6a, =0
8 4 2 1 01V -I <a,=0
2 2 2 2 3
O 4 0 -4 —4 —4da; =4
0O 4 -6 -7| -4ll-1 < ag =1
0 -12 -6 -9|-121V-3-li
2 2 2 2 3 2a,+2a,=3<2a,=3-2=1
0O 4 0 -4 -4 1
0 0 -6 -3 0 ¥4 2
O 0 -6 3 04Vl Funktionsgleichung:
2 2 2 2 3 f(X)=lX4+X3—4
0 4 0 -4 —4 2
0O 0 -6 -3 0
0O O 0. 6 0
A5 |Aufgabe
Der Graph einer ganzrationalen.Funktion 4. Grades hat in P, einen Sattelpunkt,
schneidet die x — Achse.in Py und verlauft durch den Punkt P,. Bestimmen Sie
den Funktionsterm. Daten:P,(0|0);P,(3|0);P,(2|-2)
A5 |Ausflhrliche Lésung

P,(0]0) ist Sattelpunkt = 3 —fache Nullstelle

P, (310) ist einfache Nullstelle

= Ansatz: f(x) =a,x’*(x-3)
P,(21-2):1(2) =2 8,2 (2-3) - 2 82, - 28, -

Funktionsgleichung: f(x) = %x?’ (x-3)= %x“ —%x?’
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A 6 |Aufgabe

Der Graph einer ganzrationalen Funktion 4. Grades ist achsensymmetrisch und
schneidet die y — Achse in Py .

Weiterhin verlauft er durch die Punkte P4 und P-.
Bestimmen Sie die Funktionsgleichung f(x). Wie erhalt man g(x) aus f(x)?

Daten:P, (0]2);P, (@ | 2) P, (110,75) ; g(x) = 0,25x* (x* - 6)

A6 |Ausfuhrliche Losung

P,(0]12)=[a, =2

Achsensymmetrie = f(x) = a,x* +a,x* +a,

9(x) = f(x)-2

P,(V612):7(V6)=35a, +6a,+2=2 _ 363,462, =0
P(110,75):f(1) =1, +1a,+2=0,75 | T #fa, =-125
a4 32 —3082=45©32=£=—%=ﬂ
%6 0 36a, +6a, =0 X
-+ =

1 1 |-125 |-(-36) e o)
36 6 0 c>36a4:—6a2=?=9
36 36| 45 I+l '

<, A 4 - §,25
0 -30| 45

f(x)=0,25x* =1,5x% +2

g(x) = 0,25x> (x2 ~6)=0,25x" <1,6x°

Die Funktion g(x) entsteht aus f(x) durch Verschiebung um 2 LE nach unten.
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A7 |Aufgabe

Der Graph der Funktion f(x) schneidet eine Parallele zur x — Achse
im Abstand 3 in x =0 und x = 2. x = 0 ist dreifache Schnittstelle.
Bestimmen Sie einen mdglichen Funktionsterm.

Daten : f(x) = a,x* +a,x* +a,

A7 |Ausfuhrliche Losung

Wir bestimmen die Funktionsgleichung fur f*(x) mit der Bedingung 3 fache
Nullstelle in x4 = 0 und einfache Nullstelle in x; = 2.

Danach verschieben wir den Graphen um 3 LE nach oben bzw. nach unten,

denn eine Parallele zur x — Achse vom Abstand 3 kann sowohl oberhalb als
auch unterhalb der x — Achse verlaufen.

Ansatz: f *(x) = a,x° (x - 2)

Verschiebung um 3 LE nach oben liefert: f,(x)= a,x*(x-2)+3

Verschiebung um 3 LE nach unten liefert: £,(x) =@,x°(x-2) -3

z.B fiir a, =1gilt: f,(x) = x* (x—2) + 3 = x* —2x%+ 3
f(x)=x>(x-2)-3 =x* -2x°-3

A8a | Aufgabe
Gegeben ist die Funktion f(x)=-x>+3x+2;D =R
Zeigen Sie: Der Graph von f(x) ‘ist symmetrisch zu P(0 | 2)

A8 |Ausfiihrliche Lésung

a) | Der Graph der Funktion g(x) = —x* + 3x ist symmetrisch zum Ursprung.

Eine Verschiebung.um 2 LE nach.oben ergibt f(x) = g(x)+2 = -x> + 3x + 2
= f(x) ist symmetrisch zu P(0] 2)
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A8b | Aufgabe

Gegeben ist die Funktion f(x) = -x®+3x+2;D =R

Lésen Sie graphisch: —x® +3x+2>0

A8 |Ausfiihrliche Losung

b) | Nullstellen von f(x) = -x> +3x+2: 4
1. Nullstelle durch raten: 34
f(2)=-8+6+2=0=P,(2]0) o]
Polynomdivision: f(x) +
(—x3+3x+2):(x—2)=—x2—2x—’| L i .
= x*+2x+1=0 T i
& (x+1)2 =0 I. binomische Formel e
= Xy = 125 Pyys (<11 0) st 7
Beruhrungspunkt.
f(x) >0 firl={x]|-1<x<2},
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