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Losungen Differenzialrechnung V

Ausflhrliche Losungen:

Ableitungsregeln der Differentialrechnung

Potenzregel f(x)=x?=f'(x)=q- x93
Beispiel : f(x) = x* = f'(x) =4-x*" = 4x°
Konstantenregel | f(x) =c-u(x)= f'(x)=c-u'(x)
Beispiel : f(x) =3-x* = f'(x) =3-5-x* = 15x*
Summenregel | f(x)=u(x)zv(x)=f'(x)=u'(x)£Vv'(x)
Beispiel : f(x) =x° +x° = f'(x) =5-x"43-x°
Produktregel Eine Funktion ist zusammengesetzt aus dem Produkt zweier

Einzelfunktionen. Dann wird die Ableitung wie folgt gebildet:
f(x) = u(x)- v(x) = f'(x) = u'(x)-¥(x) + u(x)<v'(x)
Beispiel :

2

f(x)=x2-x> u(x)=x> ¥x)=x>3U"(x)=2x v'(x)=3x

f'(x) = u'(x)-v(x)+u(x)-v'(X) = 2x - x*> +x* - 3x* = 2x* + 3x* =5x*

Quotientenregel

Eine Funktion ist zusammengesetzt aus den Quotienten zweier
Funktionen u(x) und v(x). Dann wird die’ Ableitung der Funktion
wie folgt gebildet:

_u(x) u'(x)v(x)=u(x)-v'(x)

f(x)=—= = f'(x) =

(0 =10y = F R
Beispiel :

f(x) = X uXx)=x. wx)=x+2

Su'(x)=1 v'(x)=1 [v(x)]2 = (x+2)

f-(x)_U'(X)'V(X)—U(X)-V'(X)_1-(x+2)—x-1_x+2—x_ 2
5 V()T O (x+22 (x+2)?2 (x+2)7?

Kettenregel

Sind in einer Funktion die Terme mit der Variablen x so
zusammengefasst, dass eine Ubergeordnete Variable z entsteht,
so kann diese Funktion als Funktion einer Funktion betrachtet
werden. Dann ist die Ableitung dieser Funktionskette gleich der
aulieren Ableitung multipliziert mit der inneren Ableitung.
fx)=f[z(x)|=f'(x)=  f'(z) - z'(x)

—— —

aulRere Ableitung innere Ableitung

Beispiel :
f(x) = (x2 + 2)2
Substitution: z(x)=x?+2 f(z)=z*=f'(z)=2z z'(x)=2x

f(x) =f'(z)-2'(x) = 22-2x = 2(x* +2)- 2x = 4x° + 8x
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A1 |Aufgabe
Leiten Sie ab.
a b
) f(x):—1x3+1x2+§x ) f(x)=—gx3+x2
8 4 2 3
c d
) f(X)=—1X4—1X3+3X2 ) f(x)=6x2—gx4
4 2 3
e f
) f(x)=lx4—lx3 ) f(x)=gx3—2x+3
4 2 3
h
9) f(x)=§x3—§x ) f(x)=x>-3x*-x+3
8 2
) f(x):—lx3+x2—x—5 ) f(x):ix“—lx2
3 48 2
A1 |Ausfuhrliche Losungen
a
) f(x)=—1x‘°’+lx2+§x:>f'(x)=—§x2+ix+E
8 4 2 8 2 2
b
) f(x)=—§x3+x2:>f'(x)=—2x2+2x
°) f(x):—lx4—lx3+3x2:>f'(x):—x3—§x2+6x
4 2 2
d
) f(x):6x2—§x4:>f'(x):—§X3+12x
e
) f(x)=1x4—1x3:>f'(x)=x3—§x2
4 2 2
f) 2 3 ' 2
f(x)=§x -2x+3 = f'(x)=2x" -2
9) f(x):gxe’—gx:f'(x):gxz—g
8 2 8 2
h) f(x)=x>—3x% - x+3 =f'(x) = 3x* - 6x -1
) f(x):—%x3+x2—x—5:f'(x):—x2+2x—1
B f(x)zix“—lxz:f'(x):ix?’—x
48 2 12
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A2 | Aufgabe

Bilden Sie die Ableitungen folgender Funktionen. Verwenden Sie die lhnen
bekannten Ableitungsregeln. Notieren Sie die Regel, die Sie jeweils benutzten.

a) | f(x) = 4x° b) | f(x) = 3e* c)| f(x)=5Inx
d)| f(x)=x2+x e)| f(x) = 2x® - 3x> f) | f(x) = 4x® - 2In x + 3¢~
9)| f(x)=x-e* h) | f(x) = x2-In x ) | f(x)=x3(x?-1)

A2a | Ausfuhrliche Losung
f(x)=4x> = f'(x)= 4~(x3)' =4.3x% =12x2
Konstantenregel

A2b f(x)=3-e*=f'(x)= 3~(ex)' =3e*
Konstantenregel

A2c| f(x)=3:In(x)

= f'(x)=3-[In(x)]'
_ 3.%

Bemerkung:|In(x)]' A

Konstantenregel

—

A2d f(x)=x*+x=f'(x)=2x+
Summenregel

AZe | f(x)=2x>-3x
= f'(x) = 2-3x%~3:2x
= BXx? — 6%

Summenregel; Konstantenregel

A2f | f(x)=4x"-2-In(x)*3 €&

:>f'(x):4-5x4—2-1+3-ex
X

= 20x* —3+3ex
X

Summenregel, Konstantenregel
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A2g f(x)=x-e*=f'(x)=u"v+u-v'
mitu=x;u'=1;,v=e*;v'=¢e"
=f'(x)=1-€"+x-€

=(x+1)e"
Produktregel
A2h | f(x)=x%In(x) = f'(X)=u"v+u-v'

mitu=x2;u':2x;v=|n(x);v':l
X
:f'(x):2x-ln(x)+x2-1

X
=2x-In(x)+x=(2In x+1)x

Produktregel

A2i

f(x):x3-(x2—1):>f'(x):u'-v+u-v'
mitu=x%:u'=3x?;v=x?-1;v'=2x
:>f'(x)=3x2-(x2—1)+x3~2x

=3x* —3x? +2x* = 5x* —3x®

Produktregel, Summenregel

A3 | Aufgabe
Bilden Sie die Ableitungen folgender.Funktionen. Verwenden Sie die Ihnen
bekannten Ableitungsregeln. Notieren Sie die Regel, die Sie jeweils benutzten.
a) X+1 b) X c) .e*
fx) == f(x) 4= fx) = X1
X X+1 X
d) | f(x) = (x +1)? )| f(x)=(x?+1) f) 1
(x)=(x+1) (x)=(x* +1) ) = o7
9)| f(x) = 2ax® - 4bx h)| f(x) = e i) | f(x)=e 2
A3a | Ausfuhrliche Lésung
X+1 u-v-u-v'
f(x)=—=f'(X)=——5—
(x) =2 = ()
mitu=x+1;u"=1;v=x;v'=1;v? = x?
1. Xx—(x+1)-1
= f'(x) = #
X
_x=x=1_ 1
X x>
Quotientenregel
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A3b

3 u“v—-u-v'

f(x)= o= ()=

x+1 v
mitu:x;u'=1;v:x+1;v':1;v2:(x+1)2
1-(x+1)-x-1

(x+1)2
Cx+1-1 1
C(x+1 (x+1)

= f'(x) =

Quotientenregel, Summenregel

A3c

(x+1)e* u-v—-u-v'
f(x)= ) pr(x) =LYUY
() LD gy v
mitu=(x+1)e*;u'=e*+(x+1)e*;v=x;v'=1;v/=x?
[ex+(x+1)ex]-x—(x+1)ex-1

X2

= f'(x)=

2 X
_ xe* +x%e* +xe* —xe* —e* ¢ (X +x—1)e

x? X2

Quotientenregel, Produktregel, Summenregel

A3d

f(x) = (x+1)" = f'(x) = f'(2)-
z=x+1=2'=1 f(z)=2°>
=f'(x)=f'(z)-z2' =2( 1

Kettenregel

A3e

f(x)=(x2+1)2 =f'(x)="f'(z) -z’

z=x’+1=z'=2x"f(2)=22=f'(z)=2z

:f'(x):f'(z)-z':2(x2+1)-2x
:4x(x2+1):4x3+4x

Kettenregel

A3f

z:—;x:z':—; f(z)=e*=f'(z)=¢"
1x 1 1 1x
f' :f' '— g2 —=_g2
= f'(x) (z)-z'=e 5 2e

Kettenregel
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A39 | f(x) = 2ax® - 4bx
= f'(x) = 2-3ax’ —4b = 6ax’ — 4b
Summenregel, Konstantenregel

AN f(x)=e™ = f'(x)=1f'(2) 2
z=ax=z'=a f() e’ =f'(z)=e
= f'(x)=f'(z)-z'=€" “-a=ae”
Kettenregel

z

Alilf(x)=e D = f'(x)=f'(2)-2'
z=-(x-2)=x+2=2z'=-1 f(z)=e"=f'(z)=¢"

= 1(x)=1'(2) 7' =6 (1) e

Kettenregel
A4 | Aufgabe
Bilden Sie die Ableitungen folgender-Funktionen:
a)| f(x)=3x>-2x% +x-7 b) | f(x)=%%-eX Vx
c) 2 v . Ju3 d) 2x=1
f(X)Z_X \/;3\/)(7 f(X):x+2
X
e)| f(x) = (a® + x)? f) 1'f(x) = (2x® - 3)

Ada | Ausfuhrliche Losung

f(x)=3x’-2x*+x-7
= f'(x)=9x* F4x+1

A4b 2 X 2 1 X § X
f(x)=x*-e A= X x2le =§i-g’d:>f'(x)=u'v+uv'

5 3
) = 5 = , )
mit u=x2"=u ZEXZ undv =¢e* = v'=e* wird

5 3 5 3 5
f'(X)=EX2 e +x2.e" =[Ex2 +x2jeX

Adc 13
Z0x X3 x%x2.x2
f(x) 3 R
413 8
41,3 8
x2 22 x2 x4
- 3 -3 w3 X
X X X
:>f'(x)=1
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Add 2x —1

. u'v—uv'
f(X):X+2:>f(X): V2

2-(x+2)—(2x-1)-1
(x+2)2

_ 2X+4 -2x+1 _ 5

(x+2)° (x+2)

= f'(x)=

2

mitu=2x-1=u'=2undv=x+2=v'=1und v2=(x+2)2 wird

Ade | f(x)=(a®+x)?

:>f'(x):2(a2+x)-1:2(a2+x)

A4f

f(x)= (2x3 —3)2
= f'(x) = 2(2x* - 3)-6x?

= 12x2 (2x3 —3) = 24x5 - 36%°

A5 | Aufgabe
Bilden Sie die Ableitungen folgender Funktionen:
a) f(x):(x+ex).|nx b) f(x)=1In (X2—1)
)| f(x)=(x+1)-e* d) | f(x) = aln x —be* —3x?
e) X +1 2 f) 3+x
f(x)= X f(x) =
(x—=1) 3-X
A5a | Ausfihrliche Losung

f(x)=<x+ex)-m:f'(x):u'v+uv'

u \

) 1 .
mitu=x+e* =>u'=1+¢&* undv:ln(x):>v':— wird
X
X

e
=lnx+Inx-e*+1+—
X

f'(x):(1+ex)-ln(x)+(x+ex)-

X | =

A5b

f(x)zln(x2—1):>f'(x):f'(z)-z'

z=x>-1=2z'=2x f(z):ln(z):f'(z):%

1. 2X

Erstellt von R. Brinkmann p5_diff_05_e.doc 22.07.2008 14:27

7 von 10




R. Brinkmann http://brinkmann-du.de Seite 8 10.03.2013

ASc f(x) =(x+1)-e(x+1) =f'(x)=u'v+uv’

(x+1) (x+1)

mitu=(x+1)=u'=1undv=e =vVv'=e
= f'(x) =1-e"" 4 (x+ 1)

= [1 +(x+ 1)] e = (x+2) e

ASd| f(x)=aIn(x)-b-e*-3-x

:f'(x):i—bex—6x
X

Abe ( ) o
_(X—'I)ZZ> (X)_ V2
mitu:(x+1)2:>u'=2(x+1) undv:(x_1)zz>v'=2(x_1)
und v* = (x—=1)* wird
f.(x)=2(x+1).(x—1) _()i+1) 2(x—1)
(x—1)
(X—1)[2(x+1)(x_1)_2(x+1)2}
(1)
2(x+1)(x_1)_2(x+1)2
(x—1)3

20 1) -2(x1)

(A}
2x? —2-2x2 Lax -2

(xA)
_—Ax-4 A(x+1)

(=1 (x=1)]
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B (s}
f(x) = +X :( +xj
3—-Xx 3—Xx
1 .
:f'(x)zl(sﬂ(j ? -(3+Xj Kettenregel
2\3-x 3-X
Zwischenrechnung:
(3+Xj :u'v—zuv' u:3+x:>u':1;v:3—x:>v':—1;v2:(3—x)2
3-X %
(3+xj:1~(3—X)—(3+X)-(—1) 3-x+3+x 6
3-x (3-x)’ (3-x)  (3=x)’
1 1
: 1(3-x)2 6 3(3-x)2 3(3-x) 2
f(X)ZE 3+x .3 2~ 1 2 LA 1
(3-x) (3+x)2-(3-x) (8+x)2
3 3
B 3 T 1 i
(3—-x)2(3+x)2  (3-x)(3-x)2(3+x)2
3 3 B 3
- 1 1
(B-x)[(3-x)(B+x)]2  (3:%)(9-%)2
A6 | Aufgabe
Leiten Sie folgende Funktionen dreimal ab:
a)| f(x)=3x+4 b) | f(x) = 2x —4 + x® - 5x + 4x°
C) | f(x)=3x> + 2x2+ X + 1 d)| f(x) = (2x +1)’
e)| f(x)=x-x*43+x f) | f(x)=1-2x-3x—4x+x*
9)| f(x)=a+b+c?2x—ax—bx—cx3—c3x [N | f(x)=4x> —2x? +5x - 2
Ab6a | Ausfuhrliche Losung
f(x)=3x+4=1'(x)=3 f"(x)=0 f"(x)=0
ABD | f(x)=2x—-4+x>-5X+4x% =5x° -3x -4
=f'(x)=15x*-3_ f"(x)=30x  f"(x)=30
A6C | f(x)=3x%+2x% + X +1
:>f'(x):9x2+4x+1 f"(x)=18x+4 f"(x)=18
ABd | £(x) = (2x+1)°
= '(x) =3(2x+1)-2 = 6(4x% + 4x+1) = 24x + 24x + 6
f"(x)=48x+24 f"(x)=48
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Abe| f(x)=x-x*+3+x=-x*+2x+3
= f'(x)=-4x%+2 f"(x)=-12x f™(x) = —24x
ABF| f(x) =1-2x-3x—4x+x* = x* —9x +1
= f'(x)=4x>-9 f"(x)=12x f™(x)=24x
ABg | f(x)=a+b+c?—x—ax—bx—cx®-c’x
Konstante
f'(x)=-1-a-b-3cx*-c®=-3cx’* —a-b-c® -1
%/—/
Konstante
f"(x)=-6cx f"(x)=-6c
ABh

f(x)=4x>-2x* +5x -2
:>f'(x)=12x2—4x+5 f"(x)=24x-4 f"(x)=24
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