R. Brinkmann http://brinkmann-du.de

Losungen Differenzialrechnung VI

Seite 1

10.03.2013

Ergebnisse:
E1 |Ergebnis
a)| f'(x)=20x*-12x*+6x-2  f"(x)=60x>-24x+6  f"(x)=120x-24
E1 D) f'(x)=—4x®>  f"(x)=-12x>  f"(x)=-24x
E110)|f'(x)=-8x>+6x-4  f"(x)=-24x*+6  f"(x)=-48x
E11d)f'(x)=2x*-3x*+5x  f"(x)=6x-6x+5 « f"(x)=12x-6
E1le),, ., 3 , 3 wioy 3 w3
f(x)—32x S f (X)_16X f (x)—16
S re=-2x 2 rg=-2 =0
E2 |Ergebnis
a)| f'(x)=-3x>+22x-24 f"(x) = -6x+22 f"(x)=-6
E2 D)1 f'(x)=2x*-4x  fI(x)=6x>£4 f"(x)=12x
E2 |c) 3., 1 3 3
fl E——— _ fll E 4 flll —
(=16 "6 o "Wg* "5
E2 |d)| f'(x)=3x2-3%-4  f'(x)=6x-3  f"(x)=6
E2 |e)| f'(x)=4ax®+2bx /f"(x)=12ax*+2b  f"(x)=24ax
E2 1f) | f'(x)=3ax*+2bx+c,' f"(x)=6ax+2b  f"(x)=6a
E3 |Ergebnis
a)| f'(x)=2kx%~Bkx®  f"(x)=6kx’-12kx  f"(x)=12kx-12k
=3 1b) f'(x)=§x2+2kx+k+1 f"(x)=§x+2k f"'(x)=E
Kk Kk Kk
E3 C) ' _3 2 _1 " _E m _E
f(x)—4x +2ax+a > f (x)—2x+2a f (x)—2
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E319) f'(x):%x3—2x f*(x)=—x*-2 f™(x)=-=x

E3 |e)|f'(t)=15t2-2  f"(t)=30t  f"(t)=30

E3 |f) f'(z)=-4,52% +5z +1 f'(z)=-9z+5 f"(z)=-9

E4 | Ergebnis

a)[A'(u)=u+5 A"(u)=1 A™(u)=0

=4 |P) A'(u)==u*+=-  A"(u)=3u  A"(u)=3

B4 10)| f'(x)=10nx* -21x*>  f"(x)=40nx> —42x /" f"(x)=120nx*~ 42

E4 |d)|f'(x)=1 f"(x)=0  f"(x)=0

E4 le)| f'(x)=1 f"(x)=0  f"(x)=0

E4[f) [f(x)=1 f"(x)=0  f¥(x)=0

E4 [9)[f'(x)=2 f'(x)=00  f7(x)=0

E4 1h) 1 f'(x)=3x"+12x¥12  fi(x)=6x+12  "(x)=6

E5 |Ergebnisse

S | 1 x |-4|-1]0]15 |3
f(x) = 2x =) = F1(x) =2 o f'(x)|4 [25]2[125]05

b) | Im Punkt P (-2]-5) hat die Tangente an f(x) die Steigung 3

¢) | Gleichung der Tangente an f(x) im Punkt P (2 | f(2) ): t(x)=x+1

d) | Gleichung der Normalen an f(x) im Punkt P (2| f(2) ): n(x)=-x+5

e) | Siehe Ausfuhrliche Lésung

% sind die Tangenten in S; und S, orthogonal zueinander.
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Ausflhrliche Losungen:

A1 |Aufgabe
Leiten Sie folgende Funktionen dreimal ab.
a)| f(x)=5x*—4x> +3x%> -2x+6 b) f(x)= (a2 + xz)(a2 —x2)
c) f(x) = —2x* +3x2 —4x +2 d) f(x)=0,5x* — x> +2,5x> -8
e f
) f(x)=ix3+§x—4 ) f(x)=—§x2+ngLé
32 2 6 3 2
A1 |Ausfiihrliche Losung
a)| f(x)=5x*-4x®+3x*-2x+6
f'(x)=5-4x° -4-3x*+3-2x" =21+ 0 = 20x> =12x° +6x—2
f"(x)=20-3x*-12-2x'+6-1-0 = 60x* — 24x + 6
f"(x) = 60-2x"-24.-1+0=120x—24
A1 |Ausfuhrliche Losung
b) f(x)= (a2 erz)(a2 —x2)
1. Losung durch ausmultiplizieren (3. binomische Formel):
f(x)=a*—x* = f'(x) = -4x® = f"(x) = 212x° =" (x) = —24x
2. Lésung mit der Produktregel (aufwendig):
f(x)= (a2 +x2)(a2 —x2) =Su'=2x V'==2x
u \
f'(x)=u'v+u'= 2x~(a2 —x2)+(a2 +x2)(—2x)
= 2a’x — 2x> < 2a’x — 2x® ==4x3
fll(x):_1—2X2:>ful(X)=_24X
Die Ableitung kann mit der Produktregel durchgefuhrt werden. Es ist jedoch
sinnvoll;wvorher den Funktionsterm mit der 3. binomischen Formel zu
vereinfachen und dann mit der Summenregel abzuleiten.
A1 |Ausfiihrliche Losung
C)| f(x)=-2x*+3x%~4x+2
f'(x)=-8x%46x-4  f"(x)=-24x>+6  f"(x)=-48x
A1 |Ausfuhrliche Losung
d)| f(x)=0,5x*-x>+2,5x* -8
f'(x)=2x>-3x*+5x  f"(x)=6x"-6x+5  f"(x)=12x-6
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A1 |Ausflhrliche Lésung

e) f(x)=ix3+§x—4
32 2
f'(x) a3 0-3,2.3
32 2 32 2
f"(x)—i-2x1+0:—x f"'(x)=i-1=i
32 16 16 16
A1 |Ausfiihrliche Losung
g f(x)=—§x2+gx+§
6 3 2
5 2 5
f' (X)=—=X+—= f'"(x)=—= f"(x)=0
(X)=-2x+3  f(x)=-2 ()
A2 | Aufgabe
Leiten Sie folgende Funktionen dreimal ab:
2
2 (x) = ~(x-6)" (x+1) ) f(x):%(xz—Z)z
C) 1 3 d) 2 3
f(x)=—(x"+x-1 f(x)=Xx| xf—=x-4
() =5 ) (%) ( :
e)| f(x)=ax* +bx? +¢ f) | f(x)=ax® +bx®+cx+d

A2 |Ausfiihrliche Losung

)| £(x) = —(x-6) (x-1)

1. Losung durch ausmultiplizieren:

f(x)= —(x2 —12x+36)(x+1) = —|:X3 +x2—12x? —12x+36x+36]

=—[x3—11x2+24x+36]:—x3+11x2—24x—36

f'(x)= —3x% ¥22x - 24 — f"(x) =—6x+22 = f"(x) =6

2. Lésung mit der Produkt- und Kettenregel (aufwendig):
f(x)=—(x=6)°(x+1) u'=2(x-6)-1=2x-12 v'=1
f'(x)=—[u'v+uv'] :—[(2x—12)(x+1)+(x—6)2 -1} =
—[2x2+2x—12x—12+x2—12x+36] =—[3x2—22x+24]=—3x2+22x—24
= f"(x)=-6x+22=f"(x) =—6

Der Funktionsterm kann vor dem Ableiten durch ausmultiplizieren
vereinfacht werden. Die Ableitung kann aber auch mit der Produkt- und
Kettenregel erfolgen.
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A2 |Ausflhrliche Lésung
b) 1/ 5 2
f(x)= E(X — 2)
1. Lésung durch ausmultiplizieren:
f(x) 1 <x2 —2)2 =1( 4 _4x? +4) NP N
2. 2 2
2. bin. Formel
f'(x) =2 —4x=f"(x) = 6x* -4 = f"(x) = 12x
2. Losung mit der Kettenregel:
oy Voo 2 1 2 B 2 53
f'(x) _E( -2) _5-2(x -2)-2x = 2x(x* - 2) = 2x° 24X
f"(x)=6x*-4=f"(x)=12x
Die Ableitung mittels Kettenregel ist weniger-aufwendig als die vorherige
Umformung durch ausmultiplizieren.
A2 |Ausfuhrliche Losung
c) 13
f(x) _—6(x +x—1)
1 2 3 , 1 3 3
f'(x)=—(3x"+1)=—Xx"+— f"(x)=—=x% f"(x)=—
A2 |Ausfuhrliche Losung
d
) f(x)=x| x? 3l B ax
2 2
f'(x)=3x"-3x-4=f"(x)=6x-3=f"(x)=6
Die Anwendung der Produktregel ware hier zu aufwendig.
A2 |Ausfuhrliche Losung
e)| f(x)=ax*+bx?+¢
f'(x)=4ax’ +2bx (' fY(x)=12ax’+2b  f"(x)=24ax
A2 |Ausfihrliche Losung

f)

f(x)=ax®+bx* +cx +d

f'(x)=3ax2+2bx+c f"(x)=6ax+2b f"(x)=6a

Erstellt von R. Brinkmann p5_diff_06_e.doc 23.07.2008 03:15

5von 13




R. Brinkmann http://brinkmann-du.de Seite 6

10.03.2013

A3 | Aufgabe

Leiten Sie folgende Funktionen dreimal ab.

b
3) f(x):gx“—ka3+k2 ) f(x)=%x3+kx2+(k+1)x
d 2
°) f(x)=lx3+ax2+ a—1 x—3 ) f(x)=i(x2—k)
4 2 2k
e)| f(t)=5t>-2t+5 f) | f(z)=-152°+2,52° + z

A3 |Ausflhrliche Lésung

a)

f(x) =5x4 — 2kx3 +k?
2

f'(x)=2kx®—6kx*  f"(x)=6kx*—-12kx  f"(x)=12kx—12k

A3 |Ausfiihrliche Losung

b)

f(x):%x3+kx2+ (k+1) x

%f_/
Konstante

f'(x):%x2+2kx+(k+1)-1:—x2+2kx+ k+1

Konstante

= f"(x) =Ex+2k = f"(x)=

|=[o |7~ 1w

A3 |Ausfiihrliche Losung

C
) f(x) :lx3 +ax? +(a—ljx—3
4 2
%/_/
Konstante
f'(x) _32oakt[ A s 352 s 2axva— )
4 2 4 2
3 3
= f"(x)==X+2a =" (X)=—=
(x)=5 (=3
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A3 |Ausflhrliche Lésung

d) f(x)= i(ﬁ —k)2

1
2k

f(x) :%(x2 —k)2 :—(x4 — 2kx? +k2) :%x4 —x? +lk

f'(x) =§x3 -2x = f"(x) =%x2 2= f"(x)=-—=x

1. Losung durch ausmultiplizieren (2. binomische Formel):

2
12

L

2. Lésung mit der Kettenregel (einfacher) :

' . 1 2 . 2 2 _ 2 3
f (x)_E-Z(x —k)-2x _EX(X _k)_FX - 2X
= f"(x) = S22 = f"(x)= 12,
k Kk
A3 |Ausfihrliche Lésung
e)| f(t)=5t"-2t+5
f'(t):15t2—2 f"(t):30t f"'(t):30
A3 |Ausfuhrliche Losung
f) | f(z)=-152>+2,52" +z
f'(z):—4,522+52+1 f'(z) =-9z+5 f"(z)=-9
A4 | Aufgabe
Leiten Sie folgende Funktionen dreimal ab.
a b
) A(u):lu2+3u+2u+1 ) A(u):lu(u2+1)
2 2
d 2
°) F(x) = 2nx5 — 753 + 2 ) F(x) = X H2x+1
T X +1
e) 2 f) 2 _
f(x) = Xim2x+1 f(x) = X" -1
X =1 X+1
2 2
g) f()():4x +12x+9 h) (XZ +4x+4)
2x+3 f(x) =
X+ 2
A4 | Ausfiihrliche Lésung
3) A(u) :%uz +3u+2u+1
A'(u)=u+5 A"(u)=1 A™(u)=0
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A4 | Ausflhrliche Losung
b) A(u)= 1u(u2 +1) ey
2 2 2
A'(u)= %uz +% =A"(u)=3u=A"(u)=3
Die Anwendung der Produktregel ware hier zu aufwendig.
A4 | Ausflhrliche Lésung
°) f(x)=2nx° - 7x° +3
/L
f'(x):107rx“—21x2 f"(x):40nx3—42x f"'(x):120nx2—42
A4 | Ausfuhrliche Losung
d 2
) f(x): X°+2x+1
X+1
1. Funktionsterm durch Termumformung vereinfachen:
2 1 1
f(x) = t2x+1_ (X N)(x+1) 0 4
X+1 X+1
F'(x)=1=1"(x)=0=f"(x)=0
2. Anwendung der Quotientenregel(sehraufwendig):
2
1‘(x):x+—2X+1 mitd = x%+2x + 15 u"€2x + 2
X+1
und v = x +1= V=1 sowie V* = (x+1)2 wird:
, u'v—-uv' (2X+2)(X+1)—(X2 +2X+1)‘1 2x% +4x+2-x* —2x -1
f (X) = 2 = 2 = 2
\ (x=+1) (x+1)
2 1 2
_ X +2X:1 b/ (X+ )2 =]:>f"(X):03 flu(x)zo
(x+1) (x+1)7 - = =
Die Quotientenregel sollte nur in den Fallen angewendet werden, wenn sich
der Funktionsterm auf andere Art nicht vereinfachen lasst.
A4 | Ausfuhrliche Losung

e)

x? = 2x. 1

fix)=2—<A7
(X)="—=

1. Funktionsterm durch Termumformung vereinfachen:
2 — —

£(x) = X*—2x+1_ (x=1)(x-1) 1

x-1 x—1
f'(x)=1=f"(x)=0=f"(x)=0

Auf die Anwendung der Quotientenregel wird verzichtet.
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A4 | Ausflhrliche Losung
f) x? -1
f(x)=

( ) X+1

1. Funktionsterm durch Termumformung vereinfachen:
2 _
f(x) = x*—1_ (x+1)(x—1)

xX+1 X+1
f'(x)=1=f"(x)=0=f"(x)=0

=x-1

Auf die Anwendung der Quotientenregel wird verzichtet.

A4 | Ausfuhrliche Losung
2
g) f(x): 4x° +12x+9
2x+3
1. Funktionsterm durch Termumformung vereinfachen:

2
f()():4x +12x+9 :(2X+3)(2X+3) %43
2x+3 2X+3

fi(x)=2=f"(x)=0= f"(x) =0

Auf die Anwendung der Quotientenregel wird verzichtet.

A4 | Ausfiihrliche Losung

h) f(x) - (x2 +4x+4)2

X+2
1. Funktionsterm durch-Termumformung vereinfachen:

2+ 4x + A) x+222 4 9 ,
f(x)=< x4+2 4) :[( x+i} :(x+22) =(x+2)

2. Die Kettenregel anwenden:
£'(x)=8(x+2)" 1=3(x* +4x+4) =3x* +12x+12

= () = X412 % £(x) <6

Auf die Anwendung/der Quotientenregel wird verzichtet.
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A5 | Aufgabe

Gegeben ist die Funktion f(x) = 2x —%xz ;xeR

a)| Bestimmen Sie die Steigung von f(x) an der Stelle x,
mit X, €[-4;-1;0;15; 3]

b)|In welchem Punkt hat f(x) eine Tangente mit der Steigung 3 ?

c) | Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an f(x) im Punkt P ( 2 | f(2)

)
d) | Bestimmen Sie die Gleichung der Normalen an f(x) im Punkt P (2 | f(2) ).

e) | Zeichnen Sie f(x), Tangente und Normale in ein Koordinatensystem.

f) |g(x)=t-f(x);te R" schneidet die x— Achse in S, und S,
Far welche Werte von t sind die Tangenten in S, und S, orthogonal zueinander?

A5 |Ausfuhrliche Losung

a) f(x)=2x—%x2:f'( ):2——x
1 1 1
f'(-4)=2——.(-4)=2+2=4 FY ) 22— —(—1)=2+—=25
f'(O):Z—%-O:Z f'(1,5):2—%-1,5:2—0,75:1,25
£(3)=2-1.322-15-05 X VA1 ]0]15 |3
(8)=2-33=2-15-0 t(x)[4 [25]2]125]05

A5 |Ausfuhrliche Losung

b) 1, 1
f(X)=2Xx-——x* =f'(x)=2-—X
()= 2x- 3 S (x)= 27

Die Steigung der Tangente hat in x, den Wert 3

f(xg) = 1(2)= (-2}~ (<2 =5

Im Punkt P(=2| -5) hat die Tangente an f(x) die Steigung 3

A5 |Ausfuhrliche Losung
N f(x) = 2x—%x2 = f'(x) = 2—%x P(21f(2))

t(x) = f'(xo)(x =X ) +F(Xq) mitx, =2 wird
t(x)=f"(2)(x-2)+f(2)

1‘(2):2.2—%-(2)2 —4-1=3 f'(2)=2—%~2=2—1=1

:t(x):1(x—2)+3:x—2+3:x=+1
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A5 |Ausflhrliche Lésung

1

9 f(x):2x—%x2:f'(x):2—%x P(2|f(2))
n(X)=—f.(1XO)(X—Xo)+f(Xo) mit x, = 2 wird
n(X) =~ (x~2)+£(2)

1

f(2)=2-2—z-(2)2 =4-1=3  1'(2)=2--2=2-1=1

=>n(X)=—-(Xx-2)+3=-Xx+2+3=-x+5
1

A5 |Ausfuhrliche Losung

e
) {-
5_
4__
f(x) 34
t(X) 24
n(x) 1
—'—10'1'2'3'43{7%\'9
2__
X
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A5 |Ausflhrliche Lésung

g g(x)=t-f(x)= 2tx—%tx2
Nullstellen von g(x):
g(x):0<:>2tx—%tx2 =0 x(Zt—%txJ:O: x;=0=5,(0]0)

2t—%tx=0|—2t<:>—%tx=—2t|1(—%t)<:> X, =8=5,(8]0)

Orthogonalitat der Tangenten in S, und S, bedeutet:
g'(0) ist die Steigung der Tangente t;(x) im Punkt S,(00)

senkrecht sein. Fur diese muss also gelten:

g'(8) = 1 Bedingung fiir Orhogonalitét (1)

g'(0)

Die Steigung der Tangente t, (x) im Punkt S, (8]0) soll’zu der von t,(x)

g'(x) = 2t—%tx —g'(8)= 2t—%t-8 — 2t L 4t = 2t bzw, g'(0)="2t
eingesetzt in (1): -2t= 1 |2t & ~4t’ = 11 (-4) & 2= 1e ty, = £
2t 4 2
A5 |Ausfuhrliche Losung
" Fl'jrt—l gilt:
> :
5__
4__
3__
(%) 27
9(x) T
10 S0 T 5 B3 4 5 6 7 B0 10
to(X) %4
_2 - -
_3 - -
_4 - -
_5__
X
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A5 |Ausflhrliche Lésung
f) 1
Firt =—— gilt:
5 g
5
4 T
3
() 2 /
g(x) '
tq(x) - 1 3 4 5 6
o
to(X) ' NS 7
( ) “‘R“—‘_ _.-'-f-""'"'/
3
4
5
X
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