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Losungen Differenzialrechnung XI

Ergebnisse:
E1 |Ergebnisse
a)

R(x)= —%x3 +%x2

b) R(1)=0,625 R(3)=3,375 R(5)=3,125
c) | Fur einen Dosiswert von x = 4 ist die Reaktion am starksten.
d) | Bei einen Dosiswert von x = 2 reagiert die Pflanze am empfindlichsten auf

das Dungemittel.

Py (010)  Pu,(0]0) P4(6]0)

f), 9) und h) Siehe Ausfuhrliche Losung.

E2 |Ergebnisse
a
) E(x)= i3
4 2
b)|E(3)=0,675 E(7)=-1275
c) | Fur einen Dosiswert von x = 4 ist die Effizienz der Bestrahlung am grofiten.
d) | Bei einem Dosiswert von x = 2 ist die Effizienzzunahme der Bestrahlung am
grofdten.
e) P, (0]0) Pu/2(010) P.s(610)
f), @) und h) Siehe Ausfuhrliche Lésung.
E3 |Ergebnisse
a
) R(x) = _ 1 i3k
32 8
b)| Fir die Menge x = 8 ist die Reaktion am starksten.
¢) | Wendepunkt: P, (4| 4)
d) R(2) =125 R(6) =6,75 R(10) =6,25 R(13) ~-5,28

Den Graphen siehe Ausfuhrliche Losung.

Siehe Ausfuhrliche Losung.
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Ausfuhrliche Losungen:

A1

Aufgabe

Anwendungsaufgabe aus der Landwirtschaft (Biologie).

In der Landwirtschaft wird die Reaktionsstarke R auf ein Dlingemittel in
Abhangigkeit von der gegebenen Menge x (Dosis) durch Funktionen dritten
Grades R(x) beschrieben.

Die momentane Anderungsrate der Reaktionsstarke ist ein MaB fur die
Empfindlichkeit der Pflanze auf die verabreichte Dosis x.

Eine Testreihe ergab bei einer Dosis von x = 0 Einheiten die Reaktionsstarke
Null ; bei x =2 2zwei; beix =4 vierund bei x =6 Null Reaktionseinheiten.

a)

Bestimmen Sie die Funktionsgleichung R(x) in Abhangigkeit von der Dosis x.

b)

Bestimmen Sie die Funktionswerte fir x =1 ; x = 3.und.flir x = 5

c)

Fur welchen Dosiswert ist die Reaktion am starksten?

d)

Bei welcher Dosis reagiert die Pflanze am empfindlichsten auf das
Dungemittel?

e)

Bestimmen Sie die Achsenschnittpunkte.

f)

Tragen Sie alle bisher bekannten Werte in eine Wertetabelleein.

g)

Zeichnen Sie den Graphen in ein geeignetes Koordinatensystem.

h)

Welche Schlussfolgerung kann ein Landwirt aus diesen Ergebnissen ziehen?

A1

Ausfiihrliche Losung

a)

R(x) = a;x° +a,x* +a,x +ay
P(0]0) >R(0)=0« [0-a,%0.a,+0%,+a, =0=a, =0

P(2]2) > R(2)=2< .8-a,44 a,42:8;=2
P,(4]|4) = R(4)=4'< (“64.a,+16-a5+4-a, =4

P,(6]0)= R(6)<0<« 216-a,+36:a,+6-a,=0

Erstellt von R. Brinkmann p5_diff_11_e.doc 28.07.2008 15:36 2von 14




R. Brinkmann http://brinkmann-du.de

Seite 3 10.03.2013

A1 |Ausflhrliche Lésung
a
) 2a2+12a3=0@2a2+12.(—1j=0
2 4 8 | 2 |: 2 3 3 3
2, -—=0|+=—<=2a,=—|: 2
4 16 64 | 4 |: 4 =285 =005 =28, =0
6 36 216 |0 |: 6 3
o la, =—
1 2 4 1 4
1 4 16 |1 - a,+2a,+4a, =1
1 6 36 |0 -1 5 3 4 1.
1 2 4 |1 IR Y
0O 2 12 |0
Sat+———=1oa,+1=1]-1
0 4 32 |-1 m-2-1
1 2 4 |1 & [a, =0
0 2 12
0 0 8 |-1 =la- _% Die Funktionsgleichung lautet:
R(x):—lx‘°’+§x2
3 4
A1 |Ausflhrliche Lésung

b)

Funktionswerte fur x =1 ;3 ; und'5

R(x)= —%xs +%x2

1.3 "1 6 5

x=1=R(1) =—24— &= —4+—==0,625
8 4 8 8.8
x=3:>R(3)=—1-27+§~9:—£+ﬁ=£:3,375
8 4 8 8 8
X:3:>R(5)2—1-125+§-25:—g+@:2—5:3,125
8 4 8 8 8
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A1 |Ausflhrliche Lésung

c)

FUr welchen Dosiswert ist die Reaktion am starksten?
Gesucht ist die maximale Reaktionsstarke in Abhangigkeit von der Dosis.
Die maximale Reaktionsstarke entspricht dem Maximum von R(x).

R(x) :—%x3 +%x2 =R'(x)= —%xz +%x =R"(x)= —%x+%

R'(x)=0< —%xz +%x =0 hier kann x ausgeklammert werden
@X(—§X+EJZOZ>X1 =0
8 2

3.3 3 3. 3 (8
Ex+2=0|-S o -Sx=-Z| = |ox, =4
8" 2 2 8 2 /3

An den Stellen x =0 und x = 4 befinden sich waagerechte Tangenten.
R"(x,)=R"(0)= % >0 = rel. Min bei x, =0

R"(x,) =R"(4)=—§~4+§=—3+§=—§< 0 = rel. Max bei x, = 4
4 2 2 2
Wegen P;(4]4) gilt: B, (4]4)

Fir einen Dosiswert von x = 4 ist'die Reaktion.am starksten.

A1 |Ausfihrliche Losung
d) | Bei welcher Dosis reagiert die Pflanze am empfindlichsten auf das
Dlngemittel?
Die momentane Anderungsrate von R(x) ist ein Mal} fur die Empfindlichkeit
der Pflanze auf das Dlngemittel. Da die momentane Anderungsrate einer
Funktion deren Steigung entspricht, wird der Dosiswert x gesucht, bei der die
Steigung des Graphen von R(x) maximal ist. Der Wendepunkt kennzeichnet
den Punkt
mit maximaler, bzw. minimaler Steigung.
R(x)= UNCII A% = R'(x) = 32434 =R"(x)= 343 =R"(x)= 3
8 4 8 2 4 2 4
R"(x)=0< —§x+§=0 | -3
4 2 2
o —Ex = RN & X =2 mogliche Wendestelle
4 2 3
m 3 m m 3 H
R™(x) = T e R™(x)=R"(2)= 27 0= x=x,, =2 ist Wendestelle
Wegen P, (2]2) gilt: P, (2]2)
Bei einen Dosiswert von x = 2 reagiert die Pflanze am empfindlichsten auf das
Dingemittel.
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A1 |Ausflhrliche Lésung
e) | Bestimmen Sie die Achsenschnittpunkte.
R(x) = i3y
8 4
R(x)=0< —%x"5 +%x2 =0  x? kann ausgeklammert werden
of 1 3 :
< X _§X+Z =0= Xx,,, =0 ist doppelte Nullstelle.
1 3 :
——X+-—=0< x; =6 siehe auch P, (60)
8 4
R(O):O:Py(0|0) Pu/2(010) P;(61]0)
A1 |Ausfuhrliche Losung
f) | Tragen Sie alle bisher bekannten Werte in eine Wertetabelle ein:
X |0| 1 |2| 3 |4| 5 |6
R(x) |0 0,625 |2 [3,375 | 4 |3,125:(0
A1 |Ausfuhrliche Losung
g) | Zeichnen Sie den Graphen in ein‘geeignetes Koordinatensystem.
5__
4__
3__
2__
1__
0 > 5 4 5 7
_1 4
_2 -4
_3 £
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A1 |Ausflhrliche Lésung

h) | Welche Schlussfolgerung kann ein Landwirt aus diesen Ergebnissen
ziehen?

P+ (0| 0) |Wird kein Dingemittel gegeben, ist auch keine Reaktion der
Pflanze zu erwarten.

Pwmax (4 | 4) | Bei der Dosis x = 4 ist die Reaktion der Pflanze am starksten
(DUngungsoptimum).

Wird mehr gegeben, so spricht man von Uberdiingung mit
geringerem Erfolg.

Pw (2 | 2) |Die Empfindlichkeit der Pflanze auf Dunger ist bei der Dosis
x = 2 am starksten. Dort bewirken geringste Dosisverstarkungen
die starkste Reaktionszunahme.

P4 (6| 0) |Beider Dosis x = 6 erfolgt keine Reaktion.der Planze mehr.
Fir x > 6 ist das Ergebnis schlechter als ‘ohne Dungung.

Die Pflanze wirde sich zuruckentwickeln, bzw. absterben.
Aus Kostengrinden wirde der Landwirt sich moglicherweise fur eine
Dosierung im Bereich 2 < x < 4 entscheiden.
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A2 | Aufgabe

Anwendungsaufgabe aus der Medizin (Radiologie).

In der Krebstherapie wird die Effizienz E einer Bestrahlung in Abhangigkeit von
der gegebenen Dosis x naherungsweise durch Funktionen dritten Grades E(x)
beschrieben. Die Steigung des Graphen von E(x) ist ein Mal} fur die
Effizienzanderung in Abhangigkeit von der Dosis x.

Eine Testreihe ergab bei einer Dosis von x = 1 Dosiseinheiten die Effizienz 5/4 ;
bei x =2 vier; beix=4 achtundbeix=5 25/4 Effizienzeinheiten.

a) | Bestimmen Sie die Funktion E(x) in Abhangigkeit von der Dosis x.

b) | Bestimmen Sie die Funktionswerte fur x = 3 und fur x =7

c) | Fur welchen Dosiswert ist die Effizienz der Bestrahlung am grof3ten?

d) | Bei welcher Dosis ist die Effizienzzunahme am groften?

e) | Bestimmen Sie die Achsenschnittpunkte.

f) | Tragen Sie alle bisher bekannten Werte in eine Wertetabelle ein.

g) | Zeichnen Sie den Graphen in ein geeignetes Koordinatensystem.

h) | Welche Schlussfolgerung kann ein Arzt aus‘diesen Ergebnissen ziehen?

A2 |Ausfuhrliche Losung

a)| E(x) = a,x® +a,x? +ax+a,

5 5 5
P1(1|Z) :>E(1):Z<:> 1-a3+1'a2+1-a1+1~a0:2
P,(2]14) =E@2)=4< 8-ay+4-a;+2.a,+1a,=4

P;(4|8) =E@4)=8«< 64.a,+16-a,+4a,+1a, =38

P4(5|%75) = E(5):%5@ 125-a3+25-a2+5-a1+1a0:24—5
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A2 |Ausfihrliche Losung
2) 48a3:—12|:48<:>a3:—1—2
48
ola, =—1
a a a a 3 4
0o 1 2 z 24a, +168a, = —6
1 1 1 — | -4 1
4 c>24az+168~[——j=—6
1 2 4 4 | -4 4
1 4 16 64| 8 |4 o 24a,- 198 _ g
25 4
1T 5 25 125 vy | -4 o 24,542 =6 |+42
4 4 4 5 o 244, =86 .24 < a, =2
4 8 16 32|16 I 24
4 16 64 25632  Il-I @azzi
4 20 100 500 | 25  VI-I 2
0 4 12 28| 11 ©4a1+12.§+28.(_1]:11
0 12 60 25227 N-3-1 2 4
0 16 96 496 |29 IV _4ul & 4a+18-7=11
4 4 4 5 <:>4a1+11=11|—11<:>4a1=0
0 4 12 28 | 11 <la, =0
0 0 24 168 |-6 4a,+4a,+4a,+4a;, =5
0 0 48 384 |-24 IV—2.M 3 1
4 4 4 5 ®4ao+4'§+4'(—zj=5
0 4 12/ 28|41 & 4a,+6-1=5
0 0 24,168, 6 & 4a,+5=5|-54a,=0
0 0 0'48-12
<lag=0
Die Funktionsgleichung lautet:
E(X):—1X3+§X2
4" 2
A2 | Ausfihrliche Lésung
b) | Funktionswerte flir x = 3 ; und 7
E(x)=—1x3’+§x2
4" 2
x=3:>E(3)=—1-27+§~9=—2—7+2—7=—2—7+ﬁ=2—7=6,75
4 2 4 2 4 4 4
x=7:>E(7):—1-343+§-49=—343+147:—343+294:—£=—12,25
4 2 4 2 4 4 4
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A2 |Ausfihrliche Losung

c) | Fur welchen Dosiswert ist die Effizienz der Bestrahlung am groften?
Gesucht ist die maximale Effizienz in Abhangigkeit von der Dosis.
Die maximale Effizienz entspricht dem Maximum von E(x).

E(x) e 3e s E'(x)= _3 %43k E"(x)= _3x+3
4 2 4 2
E'(x)=0< —%xz +3x =0 hier kann x ausgeklammert werden
3
= x(—zx+3j:0:> Xx,=0

—§x+3:0|—3<:>—§x:—3|- _4 <Xy =4
4 4 3

An den Stellen x =0 und x = 4 befinden sich waagerechte Tangenten.
E"(x,)=E"(0)=3> 0= rel. Min bei x, =0

E"(xz):E"(4):—%-4+3:—6+3:—3<O:rel. Max bei x, = 4

Wegen P, (4 |8) gilt: P, (41]8)
Fir einen Dosiswert von x = 4 ist die Effizienz der Bestrahlung am grof3ten.

A2 |Ausfiihrliche Losung

d) | Bei welcher Dosis ist die Effizienzzunahme am groften?

Da die Steigung des Graphenivon E(x) ein MaR fur die Effizienzzunahme ist,
wird die Stelle gesucht; an der die Steigung des Graphen am grofdten ist. Die
Stelle entspricht dem Dosiswert der grofdten Effizienzzunahme. Gesucht ist
also die Wendestelle, denn dort nimmt die Steigung des Graphen einen
Extremwert an.

£~ B SN () S () -

E"(x)=0<:>—§x+3=0|—3
2
3 2 -
& _EX =3 |- "3 & X =2 mogliche Wendestelle

E'"(X) = ¢ = E'"(x) = E"'(2) = 3 #0 = x =X, =2 ist Wendestelle
2 2

Wegen P, (2] 4).qilt: P, (2] 4)

Bei einen Dosiswert von x = 2 ist die Effizienzzunahme der Bestrahlung am
grofdten.
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A2

Ausfiihrliche Losung

e)

Bestimmen Sie die Achsenschnittpunkte.

E(x)= —%xs +%x2

E(x)=0< —%x3 +%x2 =0  x? kann ausgeklammert werden

o x? (—%x %] =0 = x,,, = 0 ist doppelte Nullstelle.

—lx+§=0|—§<:>—lx=—§|-(—4)c>x3=6
4 2 2 4 2
E(O):0:>Py(0|0) PX1,2(O|O) P3(6|0)

X

A2

Ausfiihrliche Losung

f)

Tragen Sie alle bisher bekannten Werte in eine Wertetabelle ein:
X |0| 1 |2| 3 |4| 5 |6| 7
E(x)|0[125|4|6,75(8[6,25]04-1225

A2

Ausfiihrliche Losung

¢)]

Zeichnen Sie den Graphen in ein‘geeignetes Koordinatensystem.

~t
oo—
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A2 |Ausfihrliche Losung

h) | Welche Schlussfolgerung kann ein Arzt aus diesen Ergebnissen ziehen?

P1(01]0)

Wenn keine Bestrahlung erfolgt, ist keine Effizienz zu
verzeichnen.

Pwmax (4 | 8)

Bei der Dosis x = 4 ist die Effizienz der Bestrahlung am grof3ten.
Wird die Dosis erhoht, so sinkt die Effizienz, da verstarkt
schadigende Wirkungen auftreten.

Pw(2]4)

Bei einer Dosis von x = 2 ist die Effizienzzunahme am grofiten.
Dort bewirken geringste Dosisverstarkungen eine grolde
Effizienzzunahme.

P4 (6]0)

Bei der Dosis x = 6 ist die Effizienz gleich Null. Die Nutzwirkung
wird durch die schadigende Wirkung aufgehaoben.

Fur x > 6 sind die schadigenden Strahlenwirkungen grofRer als
der Nutzeffekt.

Madglicherweise wiurde der behandelnde Arzt sich fur eine Dosis im Bereich
2 < x < 4 entscheiden. Dabei muss der Arztsicherlich noch weitere
Faktoren, die den Patienten betreffen berucksichtigen.
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A3 | Aufgabe

Anwendungsaufgabe aus der Labortechnik (Chemie).

Bei einer chemischen Reaktion wird die Reaktionsstarke R auf einen Katalysator
in Abhangigkeit von der Menge x durch Funktionen dritten Grades R(x)
beschrieben. Die Reaktionsgeschwindigkeit des Prozesses wird als Ableitung
R’(x) definiert. Eine Testreihe ergab bei einer Menge von x = 0 Mengeneinheiten
(ME) die Reaktionsstarke R(0) = 0 Reaktionseinheiten (RE), bei x = 4 R(4) = 4,
bei x =8 R(8) =8 und bei x =12 R(12) = 0.

a) | Bestimmen Sie die Funktion R(x) in Abhangigkeit von der Menge x.

b) | Fir welche Menge x ist die Reaktion am starksten?

c) | Bestimmen Sie den Wendepunkt.

d) | Bestimmen Sie die Funktionswerte fir x =2 ; 6 ; 10 ; 13 und stellen Sie den
Sachverhalt grafisch dar.

e) | Welche Bedeutung hat der Wendepunkt. Beurteilen Sie das Ergebnis aus
Sicht des Laboranten.

A3 |Ausfuhrliche Lésung

a) | R(x) = a;x% +a,x? +ax +a,
P(0|0) =>R(0)=0 < 0-a;+0-a,+0-a,4a,=0=14a,=0

P,(4|4) >R(4)=4 <« 64:a,+16-a,+4-a,=4
P,8|8) =R(8)=8 < 512.a,+64:a,+8:a,=8
P,(12]0)= R(12)=0< 1728-a,+144.a,+12%a, =0

384a;=-12|:12 < |a; = 1

32
? ?é ZZ 4 3232+384as=0©32a2—%4=0|+12
8 64 512 [/8 Li-2u -
12 144 17281 00 ez SR =12[82ea, =0
T 4a,+16a, + 6da, — 4 < 4a,+ 2004 _4
0 32-384 | O 8 32
0 9671536 | 12 \M-3.1l < da+d4=4]|-4cda=0c[a, =0
4 16 o4 $ Die Funktionsgleichung lautet:
0 32 384 |' 0 1.3,
0O 0 384 |-12 R(X)Z—Ex o
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A3 |Ausflhrliche Lésung

b) | Fur welche Menge x ist die Reaktion am starksten?

Gesucht ist die maximale Reaktionsstarke in Abhangigkeit von der Dosis.

Die maximale Reaktionsstarke entspricht dem Maximum von R(x).

R(x)= i3 R'(x) = 323y R"(x)= _3 43
32 8 32 4 4

R'(x)=0e ——x? +§x =0 hier kann x ausgeklammert werden
32 4

< X —ix+E =0=>x,=0
32 4
3 3 3 3 3 32
——X+—=0|-— o -——X=-—|4-—— | X%x,=8
32 4 4 32 4 3

An den Stellen x = 0 und x = 8 befinden sich waagerechte Tangenten.
R"(x1) = R"(O) = % > 0 = rel. Min bei x, =0

R"(xz):R"(S):—i-8+§:—§+§=—§<0:>rel.Maxbeix2=8
16~ 4 24 _4
Wegen P, (818) gilt: P, (81]8)

FUr die Menge x = 8 ist die Reaktion am starksten.

A3 |Ausfiihrliche Losung
c) | Bestimmen Sie den Wendepunkt.

R(x) = _ 1 33y

32 8
:R'(X):—ix2+§x:>R"(x):—ix+§:>R"'(x):_i
32 4 4 16
R"(X)=O<:>—ix+§:0|_§
16 4 4
< —ix £ N | - J° < X =4 mogliche Wendestelle
16 4 3

R™(x)= —% =R"(x)=R"(4) = —% #0= x =X, =4 ist Wendestelle
Wegen P, (4]4) giltP, (4]4)
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A3 |Ausflhrliche Lésung
d
) R(x):—lx‘°’+§x2
32 8
x=2:>R(2)=—i~8 E4 8+E——l+§=§=’l,25
32 8 32 8 4 4 4
x:6:>R(6):—i-216 3. 36 = 216+@ 27+54—27—675
32 8 32 8 4 4 4
x=10=R(10) = —i1000 E100= 1000 300 125 150_625
32 8 32 8 4 4
x=13:>R(13)=—i-2197+§-169
32 8
2197 507 2197 2028 169
=— + =— + > — 55,28
32 8 32 32 32
A3 |Ausfiihrliche Losung
d) o
8__
7__
6__
5__
4__
3__
2__
1__
i11_p T 5 4.5 6 7.8 :91:01:11‘%1:31:4
_2__
A3 | Ausfiihrliche Losung

e)

Welche Bedeutung hat der Wendepunkt?

Beurteilen Sie das Ergebnis aus Sicht des Laboranten.

Im Wendepunkt ist die Steigung des Graphen am grof3ten.

Da die Reaktionsgeschwindigkeit des Prozesses Uber die erste Ableitung
R’(x) definiert ist, bedeutet das, das bei einer Menge von x = 4 die
Reaktionsgeschwindigkeit am grofdten ist.

P+ (0| 0) |Ohne Katalysator lauft der Prozess nicht ab. Es ist keine
Reaktion zu verzeichnen

Pmax (8 | 8) | Bei einer Menge von x = 8 ist die chemische Reaktion am
starksten. GroRere Mengen der Katalysatorsubstanz verringern
die Reaktionsstarke.

P4 (12| 0) |Bei der Menge x = 12 findet keine Reaktion mehr statt. Die
Fir x > 12 ist die Reaktion ebenfalls Null.

Madglicherweise wirde der Laborant, um die gro3tmdgliche Reaktion zu
erreichen eine Katalysatormenge von x = 8 zugeben.
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